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第 8章

代数的整数

� �
追加定理 8.0.1. 代数体の整数環は整閉整域である� �

証明 A を整域，K を A の商体，L/K を有限次拡大とする．B を A の L における整閉包とする．この時，B
の商体は L になる（命題 8.1.14）．C を L における B の整閉包とする．ここで，B/A が整拡大，C/B が整
拡大なので，C/A も整拡大（命題 8.1.4）となり，C ⊂ B となる．また，L が B の商体であることを考えれ
ば，B ⊂ L は明らかに B 上整なので，B ⊂ C である．以上から，B = C となり，B の商体 L における B の
整閉包は B なので B は整閉整域．これを A = Z，K = Q，L = K，B = OK とすれば代数体 K の整数環
OK が整閉整域である．

8.5 2次体の整数環
■例 8.5.6� �

同型で素イデアルが対応する� �
証明 φ : A → B によって A ' B，A の素イデアルを p とする．a, b ∈ A に対し，ab ∈ p ⇒ a, b ∈ p．従っ
て，φ(ab) = φ(a)φ(b) ∈ φ(p)⇒ a, b ∈ φ(p)．すなわち，φ(p) は B における素イデアル．� �
追加主張 8.5.1. 代数体の整数環 A のイデアル I の素イデアル分解の流れ� �

証明 素イデアル p が素数 p の上にあるとすれば，系 II-1.10.16，命題 II-1.10.13 から，f を p/p の相対次数
として

N (p) = NZ(NK/Q(p)) = NZ(p
f ) = pf .

I の素イデアル分解を I = p1
a1 · · · pass とする．中国式剰余定理から

A/(p1
a1 · · · psas) ' A/p1a1 × · · · ×A/psas

なので，N (I) = N (p1)
a1 · · ·．p1, . . . の下にある素数を q1, . . . とおく（i 6= j であれば qi 6= qj とする）．今

までの話から，NA(I) = q1
b1 · · · qtbt と表すことができる．



定理 8.7.1

さらに，A/I ' B/J とする（B は必ずしも代数体でなくとも良い）．NA(I) = NB(J) となる．NB(J) =
qb11 · · · qtbt と素因数分解されれば，I について，q1, . . . , qt の上にある素イデアルで構成されることが分かる．

� �
例 8.5.6 の素イデアル分解� �

証明 A/I ' F3 × F5 ' A/p1 ×A/p2 となるので，p1 は 3 の上に，p2 は 5 の上にある．準同型：

A A/p1 ×A/p2 A/p1 ×A/p2 F3 × F5

a+ b
√
−5 ([a+ b

√
−5], [a+ b

√
−5]) ([a+ b

√
−5], [a′ + b

′√−5]) (a+ b, a′)

3 3

'
3 3

を考える．a, b は a, b を 3 で割った余り，a′, b
′ は a, b を 5 で割った余り．

a+ b
√
−5 ∈ p1 ⇔ (0, •) ∈ A/p1 ×A/p2 ⇔ (0, •) ∈ F3 × F5 ⇔ a+ b = 0⇔ a+ b

√
−5 ∈ (3,

√
−5− 1)

なので p1 = (3,
√
−5− 1)．同様に

a+ b
√
−5 ∈ p1 ⇔ (•, 0) ∈ A/p1 ×A/p2 ⇔ (•, 0) ∈ F3 × F5 ⇔ a′ = 0⇔ a+ b

√
−5 ∈ (

√
−5)

なので p2 = (
√
−5)．

8.7 不定方程式 x3 + y3 = 1

■定理 8.7.1� �
(a+ b)(a+ bω)(a+ bω2) = εc3 の分解（p.270 の最後と p.271 の上）� �

証明 a + b = ε1αλ
ord(c)−2, a + bω = ε2βλ, a + bω2 = ε3γλ とする．ここで，ε1, ε2, ε3 は単数とする．さら

に，ω, λ - α, β, γ とする．また，a+ b, a+ bω, a+ bω2 の 2 つづつの最大公約元は λ なので，α, β, γ は互いに
素であり，公約元は単元のうち ±1 のみ．この時，c = λord(c)k とすれば，εk3 = ε1ε2ε3αβγ．
ε は単元なので，k3 = ε1ε2ε3ε

−1αβγ．ここで，ε1ε2ε3ε
−1 は単元 {±1,±ω,±ω2 }のいずれか．

さらに，k = a + bω (a, b ∈ Z) として k3 = (a + bω)3 が ω の倍数にならないことが初等的に証明できる．
よって，k3 は ω の倍数ではないので，ε1ε2ε3ε

−1αβγ も ω の倍数ではない．よって，単元 ε1ε2ε3ε
−1 は ±1．

Z[ω] が Euclid 環であることに注意し，k を素元分解し，k = p1
t1 · · · pntn とする．ここで，α, β は互いに

素なので，pi | α, β となることはない．さらに q1 | α, q2 | β によって q1q2 = pi となる場合 pi が素元である
ので，q1 は単元，q2 = pi となる（どうせ 3 乗するのでこれでいい）．よって，

α = p1
3t1 · · · pu3tu , β = pu+1

3tu+1 · · · pv3tv , γ = pv+1
3tv+1 · · · pn3tn .

改めてこれらを α3, β3, γ3 として，示すべき分解が得られる．
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補題 8.11.19

8.11 円分体の整数環� �
合成体 M ·N は M の元の N 上線形結合になる� �

証明 k を体，A を k 代数，S = (s1, . . . , sn) ⊂ A を乗法的部分集合とする．乗法的部分集合 S で生成さ
れた部分 k 代数 k[S] = { f(s1, . . . , sn) | f(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn], si ∈ S } で多項式 f(x1, . . . , xn) は
各引数 x1, . . . , xn について 1 次で構わない．なぜなら，xixj

2 の様な項があったらそれは部分 k 代数で
は s1sj

2 = sc となり，xc の 1 次式になるから．よって，乗法的部分集合 S で生成された部分 k 代数は
k[S] = {

∑
i kisi | ki ∈ k, si ∈ S }と線形結合になる．

合成体 M(N) は

M(N) = { f(s1, . . . , sn)/g(s1, . . . , sn) | f(x1, . . . , xn), g(x1, . . . , xn) ∈M [x1, . . . , xn], si ∈ N }

となるが，上と同様の考察をすれば f(x1, . . . , xn), g(x1, . . . , xn) は引数 x1, . . . , xn に対し 1 次で構わない．
よって合成体は次の様になる：{∑

i

mini/
∑
i

m′
in

′
i

∣∣∣∣∣ mi,m
′
i ∈M,ni, n

′
i ∈ N

}
.

系 7.1.14 から，M(N)/M が体の代数拡大，N ∈M(N) なので，M [N ] は体．合成体

M(N) = N(M) =

{∑
i

mini/
∑
i

m′
in

′
i

∣∣∣∣∣ mi,m
′
i ∈M,ni, n

′
i ∈ N

}

は M [N ] = {
∑
imini | mi ∈M,ni ∈ N }の商体である．M [N ] は体なので，その商体 M(N) と一致する．

よって，M(N) =M [N ] = {
∑
imini | mi ∈M,ni ∈ N }．� �

（完全体の）Galois 拡大の合成体が Galois 拡大である� �
証明 K を完全体，M/K，N/K を Galois 拡大とする．命題 7.4.13 からM = K(α)，N = K(β) となり，上
の話から M ·N = K(α, β)．M/K は正規拡大なので α の K 上共軛は M に含まれ，同様に β の K 上共軛
は N に含まれる．よって α, β の共軛は M ·N に含まれる．よって系 7.3.10 から M ·N/K は正規拡大．K

は完全体なので M ·N/K は分離拡大．以上から M ·N/K は Galois 拡大．

■補題 8.11.19� �
Q(ζp) が ±ζpr 以外の 1 の冪根をもてば，ζ4, ζpd , ζq のいずれかを含む（p.291 の真ん中ら辺）� �

証明 奇素数 p ≥ 5 とする．4 以上の整数は，pd (d ∈ N) の倍数か 4 の倍数か p と互いに素な奇素数 q の倍数．
なぜなら，もし q の倍数でなければ 2k, pl (k, l ∈ N, k ≥ 2) の形であり，これらはそれぞれ 4 の倍数，pd の倍
数．よって，Q(ζp) が ±ζpr 以外の 1 の冪根をもてば，ζ4, ζpd , ζq のいずれかを含む．
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第 9章

p進数

9.1 p進数と Henselの補題
■定理 9.1.26� �
p 進整数環 Zp := {x ∈ Qp | |x|p ≤ 1 }は Dedekind 環� �

証明 定理 6.1.6 から単項イデアル整域は一意分解環で，命題 8.1.8 から一意分解環は正規環なので，Zp は正規
環．例 6.8.35 から単項イデアル整域は Noether 環なので，Zp は Noether 環．Zp は単項イデアル整域なので
命題 6.6.12 から，(0) でない任意の素イデアルが極大イデアルであることが言える．よって，Zp は Dedekind
環となる．� �
p 進整数の距離が 1 未満であれば Zp の単数である� �

証明 x ∈ Zp の p 進展開

x = a0 + pa1 + · · ·+ pnan + · · · (ai ∈ { 0, . . . , p− 1 })

で a0 6= 0ならば z ∈ Zp\pZp．Zp は pZp を極大イデアルとする離散付値環なので命題 6.5.8 から x ∈ Z×
p ．

■命題 9.1.31� �
同型 Zp/pZp ' Z/pZ = Fp の存在� �

証明 x ∈ Zp の p 進展開

x = a0 + pa1 + · · ·+ pnan + · · · (ai ∈ { 0, . . . , p− 1 })

を考えると，Zp/pZp 3 a0 + pZp となる．自然な準同型 φ : Zp/pZp 3 a0 + pZp 7→ a0 ∈ Z/Zp によって同型
が得られる．同様に考えれば，x ∈ Qp の p 進展開

x = pn(a0 + pa1 + · · ·+ pnan + · · · ) (ai ∈ { 0, . . . , p− 1 })



定理 9.2.8

に対しても，

pnZp/pmZp 3 pn(a0 + · · ·+ pm−n−1am−n−1) + pmZp 7→ pn(a0 + · · ·+ pm−n−1am−n−1) ∈ pnZ/pmZ

が同型となる．

9.2 2次形式と Hilbert記号
■定理 9.2.8� �

(Q×
p : NQp(

√
c)/Qp

) ≤ 2� �
証明 c ∈ Z×

p に対し，体拡大 Qp(
√
c) を考える．Hensel の補題から，任意の e ∈ Q×

p に対し，x2 − cy2 = e

を満たす x, y ∈ Zp が存在する．よって NQp(
√
c)/Qp

(x+
√
cy) = e ∈ NQp(

√
c)/Qp

なので，Z×
p ⊂ NQp(

√
c)/Qp

．
よって，

a0 + pa1 + · · ·+ pnan + · · · ∈ NQp(
√
c)/Qp

(a0 6= 0, ai ∈ { 0, . . . , p− 1 }).

NQp(
√
c)/Qp

(p) = p2 なので，p2 ∈ NQp(
√
c)/Qp

．また，NQp(
√
c)/Qp

は Q×
p の部分群となるので，p2k(a0 +

pa1+ · · · ) ∈ NQp(
√
c)/Qp

(a0 6= 0, k ∈ Z)．よって，Q×
p /NQp(

√
c)/Qp

の完全代表系は { 1, p }（もしくは { 1 }）．
よって，(Q×

p : NQp(
√
c)/Qp

) ≤ 2．
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第 1章

分岐と完備化

1.2 Dedekind環の完備化
■命題 1.2.13� �

自然な写像 φ : pn/pm 3 a+ pm 7→ a+ pmAp ∈ pnAp/p
mAp は単射� �

証明 ker(φ) = (pmAp ∩ pn) + pm であるが，命題 I-6.5.9(4) から pmAp ∩ pn ⊂ pmAp ∩ A = pm なので，
ker(φ) ⊂ 0 + pm．ker(φ) ⊃ 0 + pm は明らかなので，ker(φ) = 0 + pm．� �

自然な写像 pn/pm → pnAp/p
mAp は全射� �

証明 s ∈ A \ p とすると，b + cs = 1 となる b ∈ pm−n，c ∈ A が存在する．a ∈ pn とすれば，a + pm =

(b+ cs)(a+ pm) = (ab+ acs) + pm となるが，ab ∈ pm なので a+ pm = acs+ pm．つまり a− acs ∈ pm．
従って，(a/s)− ca ∈ pmAp．以上から，自然な写像は

pn/pm 3 ca+ pm 7→ ca+ pmAp = a/s+ pmAp ∈ pnAp/p
mAp.

と表すことができ，これは全射となる．� �
準同型 φ : A/pm−n 3 a+ pm−n 7→ ax+ pm ∈ pn/pm (x ∈ pn \ pn+1) は単射� �

証明 ker(φ) = { b+ pm−n ∈ A/pm−n | b ∈ A, bx ∈ pm } である．ordp(bx) ≥ m，ordp(x) = n なので，
ordp(b) ≥ m−nであり，b ∈ pm−nAp．b ∈ Aでもあるので，命題 I-6.5.9(4) から b ∈ A∩ pm−nAp = pm−n．
従って，ker(φ) = 0 + pm−n．

■命題 1.2.14� �
Dedekind 環 A の全ての素イデアル p に対して a ∈ Ap なら a ∈ A� �

証明 命題 I-8.3.12 で L の部分 A 加群として A を取れば A =
⋂

pApA ⊃
⋂

p aA = aA．よって a ∈ A．



注 1.3.6(2)

1.3 分岐と完備化
■注 1.3.6(2)� �

p が Dedekind 環 A の素イデアル，Dedekind 環 B が A の整閉包，P1, . . . , Pt ∈ B を p の上にある全て
の素イデアルとした場合，イデアル pB の素イデアル分解が，pB = P1

e1 · · ·Ptet (ei > 0) であり，これ
らが p の上にある B の全ての素イデアルである� �

証明 pB は B の零でないイデアルなので，命題 I-8.3.12 から B の適当な極大イデアル達 P ′
i によって

pB =
⋂
i pBBP ′

i
．Dedekind 環に関する仮定から，b ∈ pB であれば B/(b) が有限である．よって，（b を含

み，(b) と異なるイデアルを作るには B/(b) の完全代表系からいくつかの生成元を選ぶことになるので）b を
含む素イデアルの数は有限である．従って，pB を含む素イデアルの数も有限である．
P ′
i ⊂ B が素イデアルで pB * P ′

i なら s ∈ pB \P ′
i とすると，sはBP ′

i
の単元．つまり，有限個の（pB ⊂ P ′

i

を満たす）素イデアル P ′
i に対し，pBP ′

i
= BP ′

i
が成立する．P1, . . . , Pt を pB を含む全ての素イデアルとす

る．命題 I-8.3.15 により pBBPi
= Pi

ei なる ei ∈ Z が存在．pB ∈ Pi なので命題 I-8.3.12 から

pB =
⋂
i

(pBBPi ∩B) =
⋂
i

(Pi
eiBPi ∩B) =

⋂
i

Pi
ei = P1

e1 · · ·Ptet

が命題 I-6.5.9(4) と中国剰余定理から成立．pB ⊂ Pi ならば 1 ∈ B を考え p ⊂ Pi．逆に，p ⊂ Pi ならば両
辺に B をかけて（Pi は B のイデアルなので）pB ⊂ Pi．よって，p ⊂ Pi なる全ての素イデアル P1, . . . , Pt

によって pB = P1
e1 · · ·Ptet (ei > 0)．補題 1.3.3 から P1, . . . , Pt ∈ B は p の上にある全ての素イデアルで，

pB = P1
e1 · · ·Ptet (ei > 0) である．

上の結果により，pB の素イデアル分解に現れる素イデアルだけを分岐の考察対象にすれば良い事が分
かる．

■例 1.3.8� �
F2[x]/((x+ 1)2) の極大イデアルを求める� �

証明 ((x+ 1)2) ⊂ (x+ 1) ⊂ F2[x] なので，定理 I-6.1.34 から

(F[x]/((x+ 1)2))/((x+ 1)/((x+ 1)2)) ' F2[x]/(x+ 1) ' F2.

F2 は体なので，(x+ 1)/((x+ 1)2) は F[x]/((x+ 1)2) における極大イデアル（命題 6.3.4）．

■定理 1.3.23� �
Bp が階数 n の自由 Ap 加群なら，A 加群として B ⊗A Âp ' Âp

n である� �
証明 A 加群の同型を構成すればよい：

B ⊗A Âp 3 b⊗ a 7→ b⊗ 1⊗ a ∈ B ⊗A Ap ⊗Ap
Âp

13



定理 1.3.23

7→ b⊗ a ∈ Bp ⊗Ap
Âp

7→
(∑

bi

)
⊗ a ∈

(
Ap

⊕n)⊗Ap
Âp

7→
∑

(bi ⊗ a) ∈
(
Ap ⊗Ap

Âp

)⊕n
7→
∑

(abi) ∈ Âp
⊕n

7→ (ab1, . . . , abn) ∈ Âp
n.

� �
A 加群として (B ⊗A Âp)/p

m(B ⊗A Âp) ' Âp
n/pmÂp

n ' (Âp/p
mÂp)

n である� �
証明 1 つめの同型は，上で示した同型によって自然に引き起こされる：

B ⊗A Âp/p
m(B ⊗A Âp) 3 b⊗ a+ pm(B ⊗A Âp) 7→ (ab1, . . . , abn) + pmÂp

n ∈ Âp
n/pmÂp

n.

準同型 φ : Âp
n 3 (a1, . . . , an) 7→ (a1 + pmAp, . . . , an + pmAp) ∈ (Âp/p

mAp)
n の核は pmAp

n なので，準同
型定理から Âp

n/pmÂp
n ' (Âp/p

mÂp)
n．� �

K ⊗A B ' L（A 代数の環同型）� �
証明 S = A \ {0} とする．命題 I-8.1.13 から S−1B は S−1A = K 上整で K は体なので，命題 I-8.1.12 か
ら K ⊗A B = S−1B も体．よって，S−1B の元 b/a (b ∈ B, a ∈ A \ {0}) に対し c ∈ B, d ∈ A \ {0}が存在
し bc/ad = 1，つまり bc = ad ∈ A となる．b は任意に選ぶことができるので，∀b ∈ B に対し bc ∈ A とな
る c ∈ A が存在することが分かる．よって，L の元 b0/b1 (b0, b1 ∈ B) として b1c1 ∈ A となる c1 ∈ A を選べ
ば，b0/b1 = b0c1/b1c1 ∈ S−1B なので L ⊂ S−1B．S−1B ⊂ L は明らか．よって，S−1B = L．全射準同型

φ : K ⊗A B 3 a⊗ b 7→ ab ∈ S−1B = L

を考える．kerφ = {0}なので単射．よって a⊗ b 7→ ab によって K ⊗A B ' L．� �
追加補題 1.3.1. 体の直積は異なる数の体の直積と環同型にはなり得ない� �

証明 同型 φ : E1 × · · ·Em → F1 × · · · × Fn (m > n) によって

φ(1, 0, . . . , 0) = (a
(1)
1 , . . . , a(1)n )

φ(0, 1, . . . , 0) = (a
(2)
1 , . . . , a(2)n )

...

φ(0, . . . , 0, 1) = (a
(m)
1 , . . . , a(m)

n )

に写るとする．右辺は 0 にならないので，a
(i)
1 = · · · = a

(i)
n = 0 となることはない．i 番目の式と j 番目の式

をかけて (0, . . . , 0) = (a
(i)
1 a

(j)
1 , . . . , a

(i)
n a

(j)
n ) となる．よって a

(i)
1 , a

(j)
1 のうち少なくとも片方は 0．．このよう

な式が m(m − 1)/2 個得られ，これらを全て満たすには a
(1)
1 , . . . , a

(m)
1 のうち m − 1 個が 0 である必要があ
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定理 1.3.23

る．a2 などについても同様の議論を行えば，1 ≤ i ≤ n に対し a
(1)
i , . . . , a

(m)
i のうち 0 でないものは高々 1 個

しかない．m > n なので a
(j)
1 = · · · = a

(j)
n = 0 となる 1 ≤ j ≤ m が必ず存在し，矛盾．� �

追加補題 1.3.2. 体の直積が同型なら，構成する体の間で同型となるペアが存在する� �
証明 同型 φ : E1 × · · ·En → F1 × · · · × Fn とする．先程と同様の議論から，必要ならば適当に Fi を並び替
えることによって

φ(1, 0, . . . , 0) = (c1, 0, . . . , 0)

φ(0, 1, . . . , 0) = (0, c2, . . . , 0)

...
φ(0, . . . , 0, 1) = (0, . . . , 0, cn)

に写るとして良い．初めの式を 2 乗すれば

(c1
2, 0, . . . , 0) = φ(1, 0, . . . , 0)2 = φ(1, 0, . . . , 0) = (c1, 0, . . . , 0)

なので，c1
2 = c1．E1 は整域なので，c1 = 1 である．他についても同様に，c1 = . . . = cn = 0 となる．

φ(a1, . . .) = (b1, . . .) とする．上の式とかければ φ(a1, 0, . . . , 0) = (b1, 0, . . . , 0) となる．これは写像
ϕ : E1 → F1 を引き起こす：

ϕ : E1 3 a1 7→ π1(φ(a1, 0, . . . , 0)) ∈ F1.

ただし，π1 は F1 × · · ·Fn の元の第 1 成分のみを取り出す射影．ϕ が同型になることは容易に分かる．他につ
いても同様．� �
追加補題 1.3.3. 体 E, F に対し φ : E ' F とすれば，φ(OE) = OF．� �

証明 x ∈ OE とする．x は Z 上整なので，a1, . . . , an ∈ Z，ψ : Z→ E があり

xn + ψ(a1)x
n−1 + · · ·+ ψ(an) = 0.

これを φ でうつせば
φ(x)n + φ ◦ ψ(a1)φ(x)n−1 + · · ·+ φ ◦ ψ(an) = 0

なので F 上整となり，φ(x) ∈ OF．
y ∈ OF とする．y は Z 上整なので，a1, . . . , an ∈ Z，ψ : Z→ F があり

yn + ψ(a1)y
n−1 + · · ·+ ψ(an) = 0.

y = φ(x) とすれば

0 = φ(xn) + φ ◦ φ−1 ◦ ψ(a1)φ(xn−1) + · · ·+ φ ◦ φ−1 ◦ ψ(an)
= φ

(
xn + φ−1 ◦ ψ(a1)xn−1 + · · ·+ φ−1 ◦ ψ(an)

)
なので，xn+φ−1 ◦ψ(a1)xn−1 + · · ·+φ−1 ◦ψ(an) = 0 となり，x ∈ OE．従って，y = φ(x) ∈ φ(OE)．
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定理 1.3.23

� �
追加定理 1.3.4. 定理 1.3.23(2) の環同型について� �

p.24 の最後らへんに書かれているように φi : B ↪→ B̂i として，環同型

B ⊗A Âp 3 x⊗ y 7→ (φ1(x)y, . . . , φg(x)y) ∈ B̂1 × · · · × B̂g

によって B ⊗A Âp ' B̂1 × · · · × B̂g．
もしくは，逆極限によっても構成できる*1．pnB = P1

e1 · · ·Pgeg なので，中国式剰余定理から B/pnB '∏g
i=1B/Pi

nei である．A は Noether 環で B を有限生成 A 加群なので，

B ⊗A lim←−(A/p
n) ' lim←−(B/pnB) '

g∏
i=1

lim←−(B/Pi
nei).

K 代数としての環同型 L⊗K K̂p ' K̂1 × · · · × K̂g は p.26 の最後らへんに書いてるように構成される：

L⊗K K̂p 3 a/b⊗ c 7→ a⊗ 1/b⊗ c ∈ B ⊗A K ⊗K K̂p

= a⊗ 1⊗ c/b ∈ B ⊗A K ⊗K K̂p

7→ a⊗ c/b ∈ B ⊗A K̂p

7→ a⊗ 1⊗ c/b ∈ B ⊗A Âp ⊗Âp
K̂p

7→ (φ1(a), . . . , φg(a))⊗ c/b ∈
(
B̂1 × · · · × B̂g

)
⊗Âp

K̂p

7→ (φ1(a)c/b, . . . , φg(a)c/b) ∈ L̂1 × · · · × L̂g.

これは K 加群としての同型であるが，K̂p 代数としての環同型にもなる．
L = K(α)，α の K 上最小多項式を f(x)，f(x) の K̂p での因数分解を f1(x), . . . , fg(x) ∈ K̂p[x] とおく．

fi(x) の根を αi，φi(α) = αi とする．K は PID で，Kp は torsion-free なので，K̂p は K 上平坦である．
従って，

L⊗K K̂p ' (K[x]/(f(x)))⊗K K̂p '
(
K[x]⊗K K̂p

)
/(f(x)) ' K̂p[x]/(f(x))

' K̂p[x]/(f1(x))× · · · × K̂p[x]/(fg(x)) ' K̂p(α1)× · · · × K̂p(αg)

となる．L⊗K K̂p ' L̂1 × · · · なので，K̂p 代数の同型

L̂1 ' K̂p(α1), . . . , L̂g ' K̂p(αg)

を得る．� �
[L : K] = 1 ならば L = K� �

証明 L ⊃ K は明らか．L の K 基底として {v} が取れる．L の任意の元は kv (k ∈ K, v ∈ L) と表すこと
ができる．特に，1 = kv なので v = k−1 ∈ K．よって，L の任意の元は K の元の積となるので K の元：
L ⊂ K．

*1 [1] 命題 6.50，補題 6.69 など
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定理 1.3.26

� �
B̂i は Âp 上整� �

証明 B̂i は有限生成 Âp 加群．∀x ∈ B̂i に対し，Âp[x] はやはり Âp 加群 B̂i の元となる．つまり Âp[x] ⊂ B̂i．
命題 I-8.1.3 から x は Âp 上整である．よって，B̂i は Âp 上整．

■定理 1.3.26� �
追加補題 1.3.5. L/K が Galois 拡大なら，∀σ ∈ Gal(L/K) に対し σ(B) = B である� �

証明 b ∈ B ⊂ L とすれば b は A 上整なので，系 I-8.1.11 から，b の L における K 上の共軛は全て A 上整と
なる．つまり，B の元である．Gal は共軛の置換であることに注意して，∀σ ∈ Gal(L/K) に対し σ(B) ⊂ B．
両辺に σ をかけて σ2(B) ⊂ σ(B) ⊂ B．これを繰り返せば，B = σ[L:K](B) ⊂ · · · ⊂ B となる．従って，
σB = B．

1.4 Hilbertの理論と分岐・不分岐
■命題 1.4.4� �

NLD/K(x) を考えるときに σ ∈ Homal
K(LD, L) が出てくる理由� �

証明 Homal
K(LD,K) は Homal

K(K,K) に延長できるが，Homal
K(K,K) = AutalK L : L → L なので，

Homal
K(LD,K) は LD → L．従ってこれを Homal

K(LD, L) と書くことができる．� �
包含写像 φ : FK ↪→ FD によって FK ' FD である� �

証明 φは包含写像なので単射．証明の前半で示したように，∀x ∈ BD に対し，y ∈ Aが存在し x ≡ y mod PD
とできる．

φ : FK = A/p 3 y + p 7→ y + PD = x+ PD ∈ BD/PD = FD

であるので，φ は全射となる．よって φ により FK ' FD．

■定理 1.4.5� �
φL の構成� �

証明 σ ∈ DP ⊂ Gal(L/K) に対し，自然な準同型 φL(σ) : FL = B/P 3 b+ P 7→ σ(b) + P ∈ FL が定まる．
a+ p ∈ FK に対し，φL(σ)(a+ p) = σ(a) + p = a+ p なので，φL(σ) は FK の元に対し恒等的．すなわち，
φL(σ) ∈ Gal(FL/FK) であり，φL : Gal(L/K) ⊃ DP → Gal(FL/FK) となる．ker(φL) は φL(σ) が恒等的
になるような σ，すなわち ∀b ∈ B に対し σ(b) +P = b+P となるような DP の元である（IP の定義）．
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例 1.4.9

� �
Hilbert の理論� �

証明 DP /IP ' Gal(FL/FK) である．この同型は

φL : DP /IP 3 σ ◦ IP 7→ (b+ P 7→ σ(b) + P ) ∈ Gal(FL/FK)

で与えられる．

■例 1.4.9� �
OK での素イデアル分解� �

証明

OK/(2) ' F2[x, y]/(x
2 − 2, y2 − y − 1)

' F2[x, y]/(x
2, y2 + y + 1)

' F4[x]/(x
2)

F4 は F2[ω] = {0, 1, ω, ω + 1}である．F4[x]/(x
2) において，0, x, ωx, (1 + ω)x 以外の元は可逆（６乗すれば

1 になる）．すなわち，(x)/(x2) 以外の元が可逆であるので，命題 I-6.5.8 から F4[x]/(x
2) は (x)/(x2) を極大

イデアルとする局所環である．先程の同型による (x)/(x2) = {0, x, ωx, ωx+ x}+ (x2) の逆像を求める：

F4[x]/(x
2) ⊃ {0, x, ωx, ωx+ x}+ (x2) 7→ {0, x, xy, xy + x}+ (x2, y2 + y + 1) ∈ F2[x, y]/(x

2, y2 + y + 1)

= (x) + (x2, y2 + y + 1) ∈ F2[x, y]/(x
2, y2 + y + 1)

7→ (
√
2) + (2) ⊂ OK/(2).

従って，F4[x]/(x
2) の極大イデアルは (x)/(x2) で，これに対応する OK/(2) の極大イデアルは (

√
2)/(2) と

なる．よって，

F4 ' F4[x]/(x)

' (F4[x]/(x
2))/((x)/(x2))

' (OK/(2))/(
√
2/(2))

' O2/(
√
2).

従って (
√
2) は 2Z の上にある OK の素イデアルで，2OK = (

√
2)2 であるので，分岐指数は e((

√
2)/2Z) = 2

である．� �
F25(y)/((y − 3)2) は (y − 3)/((y − 3)2) を極大イデアルとする局所環� �

証明 F25(y)/((y − 3)2) から (y − 3)/((y − 3)2) を除いた集合の元 a(y − 3) + b (a, b ∈ F5, b 6= 0) を考える．
(a(y−3)+b)120 ≡ b120 = (b24)10 = 110 = 1 なので，命題 I-6.5.8 から F25[x]/((y−3)2) は (y−3)/((y−3)2)

を極大イデアルとする局所環である．
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命題 1.4.11

� �
K を体，f(x) を K のモニック既約多項式，f(x) の根を α ∈ K \K として，K[x]/(f(x)) ' K[α]� �

証明 系 I-6.6.14 から K(x)/(f(x)) は体．準同型 φ : K[x]/(f(x)) 3 g(x) + (f(x)) 7→ g(α) ∈ K[α] を考える．
系 I-6.1.28 から φ は単射である．全射性は明らか．よって，K[x]/(f(x)) ' K．

例えば x2−x−1 が既約となる Fp（実際には p ≡ 1, 4 mod 5）として，Fp[x]/(x2−x−1) ' Fp[φ] ' Fp2．� �
K を体，f(x) を K の 1 次モニック多項式として，K[x]/(f(x)) ' K� �

証明 α ∈ K を f(x) の根として，φ : K[x]/(f(x)) 3 a+ (f(x)) 7→ a ∈ K．明らかに全単射．� �
K を体，f(x) を K の 2 次モニック可約多項式として，K[x]/(f(x)) ' K ×K� �

証明 α, β ∈ K を f(x) の異なる根として，準同型

φ : K[x]/(f(x)) 3 ax+ b+ (f(x)) 7→ (aα+ β, aβ + b) ∈ K ×K

を考える．aα + b = aβ + b = 0 であれば a = 0, b = 0 となるので ker(φ) = 0 となり φ は単射である．
∀c, d ∈ K×K に対し，a = (c−d)(α−β)−1, b = c−α(c−d)(α−β)−1 とすれば φ(a+ bx+(f(x))) = (c, d)

となるので φ は全射．

■命題 1.4.11� �
不分岐性は Galois 群の作用で不変� �

証明 L/K を Galois 拡大，M を中間体とする．M/K が不分岐拡大であれば，任意の A の素イデアル p

と，p の上にある B ∩M の素イデアル P1, P2, . . . について，p(B ∩M) = P1P2 · · · が成立する．これに
σ ∈ Gal(L/K) を作用させれば σ(p)σ(B ∩ M) = σ(P1) · · ·．p ⊂ A ⊂ K なので σ(p) = p．追加補題
1.3.5(p.15) から，σ(Pi ∩B) = σ(Pi)∩ σ(B) = σ(Pi)∩B．以上まとめて，pB ∩ σ(M) = σ(P1) · · ·．ところ
で，Pi はM ∩B の素イデアルなので σ−1(a), σ−1(b) ∈M ∩B に対し σ−1(a)σ−1(b) ∈ Pi ならば σ−1(a) ∈ Pi
もしくは σ−1(b) ∈ Pi．これに σ を作用させて a, b ∈ σM ∩ B に対し σ(σ−1(a)σ−1(b)) = ab ∈ σ(Pi) なら
ば a ∈ σPi もしくは b ∈ σPi．よって σ(Pi) は B ∩ σ(M) の素イデアル．よって，σ(P1), . . . は p の上にある
B ∩ σ(M) の全ての素イデアルで，分岐指数は e(σ(Pi)/p) = 1．よって σ(M) は K の不分岐拡大．

上の話でM = L (B∩M = B) とすれば p の上にあるB の素イデアル P1, P2, . . .は Gal(L/K) によって互
いに写りあう（このうち Pi → Pi になるのが Pi の分解群）．定理 1.3.26 から Pi = σ(Pj) なる σ ∈ Gal(L/K)

は存在するので，∀σ ∈ Gal(L/K) によって Pi は P1, P2, . . . に写る．つまり，Gal(L/K) は p の上にある B

の素イデアルに推移的に作用する．

■命題 1.4.12� �
L/K が Galois 拡大なら L̂1/K̂p も Galois 拡大である� �
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定理 1.5.6

証明 σ ∈ D1 は P1 進距離を変えないので，(xn) が L の Cauchy 列であれば (σ(xn)) も L の Cauchy 列．
さらに σ ∈ Gal(L/K) は K̂p を不変にする．よって群準同型 φ : D1 → Autal

K̂p
(L̂1) を考えることができ

る．ここで，σ が L̂1 に自明に作用するなら，σ は L にも自明に作用するので，kerφ = 1，つまり φ は
単射である．よって，|D1| ≤ |Autal

K̂p
(L̂1)|．L/K は Galois 拡大であるので，命題 1.4.7 から |D1| = ef．

命題 I-7.4.3(1) から |Autal
K̂p

(L̂1)| ≤ [L̂1 : K̂p]．さらに定理 1.3.23(4) から [L̂1 : K̂p] = ef．以上から
ef = |D1| ≤ |Autal

K̂p
(L̂1)| ≤ [L̂1 : K̂p] = ef．よって φは全単射で |Autal

K̂p
(L̂1)| = [L̂1 : K̂p]．命題 I-7.4.3(2)

から L̂1/K̂p は Galois 拡大である．さらに，Gal(L̂1/K̂p) の元を L に制限すれば D1 ' Gal(L̂1/K̂p)．

1.5 局所体
■定理 1.5.6� �
α ∈ Fqn に対し，h(α0) ≡ 0 mod P となる α0 ∈ OK が存在し，異なる α に対しては異なる α0 が定まる

（Hensel の補題を使うにはこれを示す必要がある）� �
証明 同型を φ : Fqn → OKn/P と表す．(Fqn−1)× は位数 qn − 1 の群なので，{φ(α)}qn−1 = φ(αq

n−1) =

φ(1) = 1．従って，φ(α) ∈ OKn/P は xq
n−1 − 1 の根である．φ(α) の代表元を α0 とすれば，これは

(α0 + P )q
n−1 = α0

qn−1 + P = 1 + P を意味する．従って，α0 ∈ OK は h(α0) ≡ 0 mod P となる．φ は単
射なので異なる α に対しては異なる φ(α) が対応し，その代表元も当然異なる．

1.7 絶対判別式
■系 1.7.5� �

代数体 K の整数環 OK の Z 基底 v = {v1, . . . , vn},w = {w1, . . . , wn} について w = Ab となる
A ∈ GLn(Z) があり，detA = ±1 である� �

証明 系 I-8.1.25 から OK は Z 加群．w1, . . . , wn ∈ OK なので，B ∈ Mn(Z) が存在し w = Bv．同様に，
C ∈ Mn(Z) が存在し v = Cw．よって B,C は互いの逆行列になっていて，主張の A ∈ GLn(Z) が存在す
る．系 I-6.7.9(1) から detA ∈ Z× = {±1}．� �

代数体 K の Q 基底のうち K の整数環 OK に含まれるものを v = {v1, . . . , vn}として，V を v で生成
される Z 加群とする．K の整数環 OK の Z 基底を w = {w1, . . . , wn}として vi =

∑
j aijwj , A = (aij)

とすれば，|detA| = |OK/V |である� �
証明 OK は w を基底とする Z 加群なので，命題 I-6.8.26 から，OK '

⊕
w Z ' Zn（Z 加群としての同型）．

また，

V = v1Z+ · · ·+ vnZ =
∑
i

a1iwiZ+ · · ·+
∑
i

aniwiZ =

(∑
i

ai1Z

)
w1 + · · ·+

(∑
i

ainZ

)
wn
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補題 1.8.3

であることに注意して，次の準同型を考える：

φ : tAZn 3

(∑
i

ai1ti, . . . ,
∑
i

ainti

)
7→

(∑
i

ai1ti

)
w1 + · · ·+

(∑
i

ainti

)
wn ∈ V.

φは明らかに全射．V ⊂ OK で，w はOK の Z 基底なので Z 上 1 次独立．vi ∈ OK で w はOK の Z 基底であ
るので，aij ∈ Z．よって，(

∑
i ai1ti)w1+ · · ·+(

∑
i ainti)wn = 0 ならば Z 3

∑
i ai1ti = · · · =

∑
i aintn = 0．

つまり，kerφ = 0 なので φ は単射．以上から，V ' tAZn．よって系 1.6.3 で A = Z, P = tA とすれば，
|Z/(detA)| = |Zn/tAZn|．φ の延長によって Zn ' OK，φ : tAZn ' V なので，|Zn/tAZn| = |OK/V |．
よって，|detA| = |OK/V |．

1.8 相対判別式
■補題 1.8.3� �

detP ∈ A×
p� �

証明 ordp(∆L/K(v1, . . . , vn)) ≤ 1 なので，加法的付値の性質（命題 I-8.4.5(1)）から，

ordp((detP )2∆L/K(w1, . . . , wn)) = 2 ordp(detP ) + ordp(∆L/K(w1, . . . , wn)) ≤ 1.

よって，ordp(detP ) = 0 であり，detP ∈ A×
p ．

■補題 1.8.7� �
s ∈ pn をかける写像 I/J → I/J が全単射ならば自然な写像 pnI/pnJ → I/J が全射� �

証明 自然な写像 pnI/pnJ 3 a+ pnJ 7→ a+ J ∈ I/J は well-defined．s をかける写像 I/J → I/J が全単射
であるので，a+ J ∈ I/J に対し a′s+ J = a+ J となる a′ ∈ J が存在する．従って，自然な写像は次のよう
に書ける：

pnI/pnJ 3 a′s+ pnJ 7→ a′s+ J = a+ J ∈ I/J.

従って自然な写像は全射．

■命題 1.8.6� �
I/J ' I/a1I ⊕ · · · ⊕ I/atI� �

証明 a1 · · · at(I/J) = {0}なので I/J ' (I/J)/((a1 · · · at)(I/J))．ai + aj = A (i 6= j) なので命題 I-6.8.27
から ' (I/J)/(a1I/J)⊕ · · · ⊕ (I/J)/(atI/J)．命題 I-6.8.22 から (I/J)/(aiI/J) ' I/aiI．� �
|A/p1a| = |A/p1|a� �
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命題 1.8.9

証明 A ⊃ p1
a−1 ⊃ p1

a なので命題 I-6.8.22 から，(A/p1
a)/(p1

a−1/p1
a) ' A/p1

a−1．命題 1.2.13(1) から
p1
a−1/p1

a ' A/p1 なので，(A/p1a)/(A/p1) ' A/p1a−1 となり，((A/p1a) : (A/p1)) = |A/p1a−1|．Lagrange
の定理から，

|A/p1a| = ((A/p1
a) : (A/p1))|A/p1| = |A/p1a−1||A/p1|.

これを繰り返して，|A/p1a| = |A/p1|a．

■命題 1.8.9� �
I(Bp/M ⊗A Ap) = {0}，Bp =M ⊗A Ap� �

証明 1 つ目については，IBp ⊂M ⊗AAp を示せばよい．B⊗AAp = B⊗A S−1A ' S−1B = Bp なので（補
題 1.3.22），IBp ' I(B ⊗A Ap)．ここで I ⊂ A なので，A 上テンソル積の双線形性から右辺は (IB)⊗A Ap

に等しい．I の定義から IB ⊂M なので，IBp ' (IB)⊗A Ap ⊂M ⊗A Ap となる．さらに，I は Ap の単元
を含むので，Bp = IBp ⊂M ⊗A Ap．M ⊗A Ap ⊂ B ⊗A Ap ' Bp なので，Bp =M ⊗A Ap となる．� �
sφ(π1(c)) = φ(sπ1(c)) = φ(π1(b)) = π2(b/1) = sπ2(b/s)� �

証明 自然な写像 ψ : B ↪→ Bp, ψ が引き起こす準同型 φ : B/(paB +M) → Bp/(p
aBp + S−1M)，自然な写

像 π1 : B → B/(paB +M)，π2 : Bp → Bp/(p
aBp + S−1M) に対し，次のような図式：

B 3 b b/1 ∈ Bp

B/(paB +M) 3 [b] [b/1] ∈ Bp/(p
aBp + S−1M)

ψ

π1 π2

φ

が得られる．π1(c) = b′ + (paB +M) とすれば，

sφ(π1(c)) = sφ(b′ + (paB +M)) = s[b′/1 + (paBp + S−1M)] = sb′/1 + (paBp + S−1M)

= φ(sb′ + (paB +M)) = φ(s(b′ + (paB +M))) = φ(sπ1(c)).

sπ1(c) = π1(b) なので φ(sπ1(c)) = φ(π1(b)) = π2(ψ(b)) = π2(b/1)．さらに，

π2(b/1) = b/1 + (paBp + S−1M) = s[b/s+ (paBp + S−1M)] = sπ2(b/s).

� �
φ(π1(b)) = 0 であれば c ∈ paB +M と s ∈ S があり，b/1 ∈ c/s� �

証明 φ(π1(b)) = b/1 + (paBp + S−1M) なので，b/1 ∈ (paBp + S−1M) である．よって，b/1 = c/s ∈ Bp

となる c, s が存在する．� �
N は有限生成・自由 Ap 加群� �
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命題 1.8.9

証明 補題 I-8.3.3 から Ap は Dedekind 環（つまり Noether 環でもある）．Ap の商体は K で，命題 I-8.1.14
から Ap の L における整閉包は Bp．よって命題 I-8.1.24 から Bp は有限生成 Ap 加群．Ap は Noether 環な
ので，命題 I-6.8.36 から N ⊂ Bp は有限生成 Ap 加群．N は有限生成 Ap 加群でねじれがないので，自由 Ap

加群である（定理 I-6.8.38）．� �
(Bp : N) <∞ならば N と Bp の階数は等しい� �

証明 N は Bp の部分加群なので，N の Ap 基底として {x1, . . . ,xn}, Bp の Ap 基底として {x1, . . . ,xm}を
取ることができる．写像 φ : Bp 3 a1x1 + · · · + amxm 7→ (a1, . . . , am) ∈ Ap

m によって Bp ' Ap
m となる．

N の元は an+1 = · · · = am = 0 となる Bp の元と見做すことによって，φ を制限すれば N ' Ap
n となる．

よって φは同型 Bp/N ' Ap
m/Ap

n を引き起こす．右辺の代表元として {(0, . . . , 0, an+1, . . . , am) | ai ∈ Ap}
を取ることができ，これが有限個となるのは n = m の時だけ．� �

(Bp : N) = |Ap/(detP )Ap|� �
証明 Bp は自由 Ap 加群であるので，自由基底 {x1, . . . ,xn}があり，Bp = x1Ap + · · ·+ xnAp．準同型

φ : Bp 3 x1a1 + · · ·+ xnan 7→ (a1, . . . , an) ∈ Ap
n

は全単射なので，φ によって Bp ' Ap
n となる．N が自由基底 {y1, . . . ,yn} で生成されるとする．yi =∑

j xjpji とすれば，

φ : N = y1Ap + · · ·+ ynAp 3 y1a1 + · · ·+ ynan =
∑
i

p1iaix1 + · · ·+
∑
i

pniaixn

7→

(∑
i

p1iai, . . . ,
∑
i

pniai

)
∈ PAp

n

によって N ' PAp
n．以上から，φ は写像

Bp/N 3 b+N 7→ φ(b) + PAp
n ∈ Ap

n/PAp
n

を引き起こし，これによって Bp/N ' Ap
n/PAp

n．よって，系 1.6.3 から

(Bp : N) = (Ap
n : PAp

n) = |Ap/(detP )Ap|.

� �
(Bp ⊗Ap

Âp : N ⊗Ap
Âp) = |Ap/(detP )Ap|� �

証明 先に示した写像 φ : Bp ' Ap
n，例 1.3.13，命題 1.3.15 を使えば，

Bp ⊗Ap
Âp Ap

n ⊗Ap
Âp Âp

n

(x1a1 + · · ·+ xnan)⊗ a (a1, . . . , an)⊗ a (a1a, . . . , ana)

φ⊗id

3

'

3 3
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命題 1.8.11

によって同型 Bp ⊗Ap
Âp ' Âp

n が得られる（Âp は平坦 A 加群）．これを制限して，

N ⊗Ap
Âp PAp

n ⊗Ap
Âp PÂp

n

(y1a1 + · · ·+ ynan)⊗ a (
∑
i p1iai, . . . ,

∑
i pniai)⊗ a (

∑
i p1iaia, . . . ,

∑
i pniaia)

φ⊗id

3

'

3 3

となる．よって，2 つの同型Bp⊗Ap
Âp ' Âp

n 及びN ⊗Ap
Âp ' PÂp

n は同じ写像で構成される．さらに，こ
の写像は同型 Bp⊗Ap

Âp/N ⊗Ap
Âp ' Âp

n/PÂp
n を引き起こす．系 1.6.3 から (Bp⊗Ap

Âp : N ⊗Ap
Âp) =

|Ap/(detP )Ap|．

■命題 1.8.11� �
W/V '

t⊕
i=1

Bi
n/(pi

aiBi
n + tPBi

n)

� �
証明 準同型 W/JW 3 w + JW 7→ w + V ∈ W/V の ker は V /JW なので (W/JW )/(V /JW ) ' W/V．
準同型 φ : W = w1A+ · · ·+wnA 3 w1a1 + · · ·+wnan 7→ (a1, . . . , an) ∈ An によってW/JW ' An/JAn．
中国式剰余定理から準同型

ϕ : An/JAn 3 (a1, . . . , an) + JAn 7→ ((a1, . . . , an) + pi
aiAn)1≤i≤t ∈

t⊕
i=1

An/pi
aiAn

によって An/JAn '
⊕t

i=1A
n/pi

aiAn．命題 1.2.13 から準同型

ψi : A
n/pi

aiAn 3 (a1, . . . , an) + pi
aiAn 7→ (a1/s, . . . , an/s) + pi

aiApi

n ∈ Api

n/pi
aiApi

n

によって
⊕t

i=1A
n/pi

aiAn '
⊕t

i=1Api
n/pi

aiApi
n．これらを制限して，

φ : V = v1A+ · · ·+ vnA 3 v1a1 + · · ·+ vnan =
∑
j

p1jwja1 + · · ·+
∑
j

pnjwjan

=
∑
i

pi1aiw1 + · · ·
∑
i

pinaiwn 7→

(∑
i

pi1ai, . . . ,
∑
i

pinai

)
∈ tPAn

によって V /JW ' tPAn/JAn．

ϕ : tPAn/JAn 3

∑
j

pj1ai, . . . ,
∑
j

pjnai

+ JAn

7→

∑
j

pj1ai, . . . ,
∑
j

pjnai

+ pi
aiAn


1≤i≤t

∈
t⊕
i=1

tPAn/pi
aiAn

によって tPAn/JAn '
⊕t

i=1
tPAn/pi

aiAn．

ψi :
tPAn/pi

aiAn 3

∑
j

pj1ai, . . . ,
∑
j

pjnai

+ pi
aiAn
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定理 1.9.3

7→

∑
j

pj1ai/s, . . . ,
∑
j

pjnai/s

+ pi
aiApi

n ∈ tPApi

n/pi
aiApi

n

によって
⊕t

i=1
tPAn/pi

aiAn '
⊕t

i=1
tPApi

n/pi
aiApi

n．以上から，2 つの同型

W/JW '
t⊕
i=1

Api

n/pi
aiApi

n, V /JW '
t⊕
i=1

tPApi

n/pi
aiApi

n

は同じ写像によって構成される．よって，

W/V ' (W/JW )/(V /JW ) '
t⊕
i=1

(Api

n/pi
aiApi

n)/(tPApi

n/pi
aiApi

n).

ところで，自然な準同型
Api

n/pi
aiApi

n → Api

n/(pi
aiApi

n + tPApi

n)

の ker は
(pi

aiApi

n + tPApi

n)/pi
aiApi

n = tPApi

n/pi
aiApi

n

なので，準同型定理から

(Api

n/pi
aiApi

n)/(tPApi

n/pi
aiApi

n) ' Api

n/(pi
aiApi

n + tPApi

n).

以上から，W/V '
⊕t

i=1Api
n/(pi

aiApi
n + tPApi

n)．

1.9 判別式と終結式
■定理 1.9.3� �

(αi − βj) は L[a0, α1, . . . , βm] の素イデアルである� �
証明 準同型

φ : L[a0, α1, . . . , βm]/(αi − βj) 3 f(a0, α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , βm) + (αi − βj)
7→ f(a0, α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , βm) ∈ L[a0, α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , βm)]

を考える．ab ∈ (αi − βj) とする．0 = φ(ab) = φ(a)φ(b) で L[a0, α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , βm)] は体上の多
項式環なので一意分解環であり（命題 I-6.6.23），整域である．よって，φ(a) = 0 もしくは φ(b) = 0 である．
よって，a ∈ (αi − βj) もしくは b ∈ (αi − βj) なので (αi − βj) は素イデアルである．

1.10 イデアルの相対ノルム
■補題 1.10.6� �
m(α) が基底 {αivj}に関して Mα が対角に n/l 個並んだブロック行列となる� �
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命題 1.10.7

証明 L の元に α (αl + a1α
l−1 + · · ·+ al = 0) をかける写像は次のようになる：

m(α) : l =

n/l∑
j=1

l−1∑
i=0

bjiα
ivj 7→

n/l∑
j=1

l−1∑
i=0

bjiα
i+1vj =

n/l∑
j=1

(
l−2∑
i=0

bjiα
i+1vj + bj,l−1α

lvj

)

=

n/l∑
j=1

(
l−1∑
i=1

bj,i−1α
ivj − bj,l−1

l−1∑
i=0

al−iα
ivj

)
.

ある j に対し，m(α)(l)の αivj 成分は i = 0に対し−bj,l−1al であり，i = 1, . . . , l−iに対し−bj,l−1al−i+bj,i−1

となり，これを行列で表せば 
−al

1 −al−1

. . .
...

1 −a1




bj,0
bj,1

...
bj,l−1


となる．よって，この行列をあらわに書けば

−al
1 −al−1

. . .
...

1 −a1
−al

1 −al−1

. . .
...

1 −a1
. . .

−al
1 −al−1

. . .
...

1 −a1



.

■命題 1.10.7� �
πB ∈ B が A 上整なら πB の K 上最小多項式 f(x) ∈ K[x] は A[x] の元である� �

証明 πB は A 上整なので，h(πB) = 0 なるモニック h(x) ∈ A[x] が存在し，さらに命題 I-7.1.11(2) から
h(x) = g(x)f(x) なる g(x) ∈ K[x] が存在する．πB = α1, α2, . . . , αn ∈ K を f(x) の根とすると，これらは
h(x) の根なので A 上整である．f(x) =

∑n
i=1 aix

i とおくと，係数 ai は αi の基本対称式となるので，やは
り A 上整である（K は A の拡大環なので命題 I-8.1.4(4) から従う）．f(x) ∈ K[x] なので，ai ∈ K．よって，
ai ∈ K は A 上整となるが，A が整閉整域であることから，ai ∈ A．よって f(x) ∈ A[x].� �
πB ∈ P , σ ∈ Homal

K(L,K) に対し σ(πB) ∈ P� �
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補題 1.10.10

証明 τ ∈ Homal
K(L̃,K) = Gal(L̃/K) について，τC = C（追加補題 1.3.5, p.15）となる．P は C の素イデ

アルなので，a, b ∈ P ならば a + b ∈ P となる．a ∈ P, τ−1(c) ∈ C (c ∈ C) に対し aτ−1(c) ∈ P．よって，
τ(a), τ(b) ∈ τ(P)に対し τ(a)+τ(b) = τ(a+b) ∈ τ(P), τ(a) ∈ τ(P), c ∈ C に対し τ(a)c = τ(a)τ(τ−1(c)) =

τ(aτ−1(c)) ∈ τ(P) となるので，τ(P) は C のイデアル．P は C の素イデアルなので a, b ∈ C について，
τ−1(a)τ−1(b) ∈ P ならば τ−1(a) ∈ P もしくは τ−1(b) ∈ P．よって，τ(τ−1(a)τ−1(b)) = ab ∈ τ(P) ならば
a ∈ τ(P) もしくは b ∈ τ(P) となり，τ(P) は C の素イデアル．C の素イデアルは唯一なので，τ(P) = P．命
題 I-8.1.4(2) から C は B 上整．命題 I-8.1.15 から P の上にある C の素イデアルが存在し，これは P．よって
πB ∈ P ⊂ P．以上から，τ(πB) ∈ P．τ を Lに制限すれば σ ∈ Homal

K(L,K) になるので，σ(πB) ∈ P．� �
A,B が離散付値環で P の p 上の分岐指数を e とすれば．a ∈ K× に対し，ordP (a) = e ordp(a) である� �

証明 p = πAA とすれば，c, d ∈ A によって a = c/d = (πA
ic′)/(πA

jd′) = πA
i−jc′/d′ (c′, d′ /∈ A \ p) なので

a = πA
nsなる s ∈ { c/d | c, d ∈ A \ p } = A×

p が存在する．s−1 ∈ Ap なので，aAp = πA
nsAp = πA

nAp とな
り，ordp(a) = n．また，分岐指数が eなので，πABP = πB

eBP，つまり ordP (πA) = e．以上から ordP (a) =
ordP (πAns) = n ord(πA) + ordP (s)．ここで，P が p の上にあることに注意して s ∈ { c/d | c, d ∈ B \ P }
なので ordP (s) = 0．よって，= n ord(πA) = en．以上から，ordP (a) = e ordp(a)．

■補題 1.10.10� �
TrL/K(x) =

∑
i TrL̂i/K̂p

(x)� �
証明 L の K 基底を {y1, . . . , yn}とする．

L⊗K K̂p 3 a⊗ t =

(
n∑
i=1

a(i)yi

)
⊗ t 7→

n∑
i=1

a(i)tyi ∈ K̂p
⊕n

によって L⊗K K̂p は {y1, . . . , yn}を基底とする階数 n の自由 K̂p 加群とみなせる（以下，この同型を顕には
書かない）．L の元に x をかける準同型

φ : L 3 a =

n∑
i=1

a(i)yi 7→ ax =

n∑
i=1

b(i)yi ∈ L (a(i), b(i) ∈ K)

を考える．φ は L⊗K K̂p の元に x⊗ 1 をかける準同型

φ̂ : L⊗K K̂p 3 a⊗ t =
n∑
i=1

a(i)tyi 7→ ax⊗ t =
n∑
i=1

b(i)tyi ∈ L⊗K K̂p

を誘導する．φ を K 基底 {y1, . . . , yn}で表現した行列と φ̂ を K̂p 基底 {y1, . . . , yn}で表した行列は同じなの
で，そのトレースは等しい：TrK(φ) = TrK̂p

(φ̂)．補題 1.10.6 から TrL/K(x) = TrK(φ) なので，

TrL/K(x) = TrK(φ) = TrK̂p
(φ̂).

定理 1.3.23(2) から同型 ϕ : L⊗K K̂p → L̂1 × · · · × L̂g が存在するので，K̂p 準同型

φx = ϕφ̂ϕ−1 : L̂1 × · · · × L̂g → L̂1 × · · · × L̂g
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補題 1.10.12

が存在し，TrK̂p
(φ̂) = TrK̂p

(ϕφ̂ϕ−1) = TrK̂p
(φx)．

L̂1 × · · · × L̂g
φx−−−−→ L̂1 × · · · × L̂g

ϕ

x ϕ

x
L⊗K K̂p −−−−→

φ̂
L⊗K K̂px x

K̂p K̂p

ϕφ̂ = φxϕを a⊗ t ∈ L⊗K K̂p に作用させて φx(ϕ(a⊗ t)) = ϕ(a⊗ t)ϕ(x⊗ 1) となる．ϕi : B ↪→ B̂i として，
ϕ(x⊗ 1) = (ϕ1(x), . . . , ϕg(x)) である（定理 1.3.23(3)）ので，φx は L1× · · ·×Lg の元に (ϕ1(x), . . . , ϕg(x))

をかける写像である：

φx : L̂1 × · · · × L̂g 3 (c1, . . . , cg) 7→ (ϕ1(x)c1, . . . , ϕg(x)cg) ∈ L̂1 × · · · × L̂g.

φx を L̂i に制限した K̂p 準同型
ψx,i : L̂i 3 ci 7→ ϕi(x)ci ∈ L̂i

を考える．[L̂i : K̂p] = ni とすれば，定理 1.3.23(4)(5) から n1+· · ·+ng = n．̂Li の K̂p 基底を {z(1)i , . . . , z
(ni)
i }

とすれば L̂1 × · · · × L̂g の K̂p 基底として{
(z

(1)
1 , . . . , 0), . . . , (z

(n1)
1 , . . . , 0); (0, z

(1)
2 , . . . , 0), . . . , (0, z

(n2)
2 , . . . , 0); . . . ; (0, . . . , z(1)g ), . . . , (0, . . . , z(ng)

g )
}

を取ることができる．
ψx,i を {z(1)i , . . . , z

(ni)
i }で表現した行列を Mi とすれば，φx を {(z(1)1 , . . . , 0), . . . , (0, . . . , z

(ng)
g )}で表現し

た行列は M1

. . .
Mg


となる．よって，TrK̂p

(φx) =
∑
i TrK̂p

(ψx,i)．補題 1.10.6 から TrK̂p
(ψx,i) = TrL̂i/K̂p

(x)（包含写像 ϕi は
省略した）．以上から，TrL/K(x) =

∑
i TrL̂i/K̂p

(x) となる．

■補題 1.10.12� �
完備化と加法的付値� �

証明 x ∈ K× に対し A での加法的付値は xAp = pordp(x)Ap で定義される．また，p 進付値は |x|p =

|A/p|− ordp(x) で定義される．更に，p距離 d : K×K 3 (x, y) 7→ |x−y|p ∈ |A/p|a (a ∈ Z)を定義する．距離空間
(K, d) を完備化して距離空間 (K̂p, d̂) が得られる．補題 1.2.6(1) から d̂ : K̂p×K̂p 3 (x̂, ŷ) 7→ |A/p|a (a ∈ Z)．
完備化の定義から x ∈ K と ϑ : K ↪→ K̂p によって

d̂(ϑ(x), ϑ(0)) = d(x, 0) = |A/p|− ordp(x) = |x|p.

ところで，定理 1.2.8(7) から Âp は p̂ = pÂp を極大イデアルとする離散付値環である．ここで，x̂ ∈ K̂p に
対し

d̂(x̂, ϑ(0)) = |x̂|p̂ = |Âp/p̂|− ordp̂(x̂)
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補題 1.10.12

によって |•|p̂ と ordp̂(•) を定義する．命題 1.2.13(1) から Âp/p̂ ' A/p なので

d̂(x̂, ϑ(0)) = |x̂|p̂ = |Âp/p̂|− ordp̂(x̂) = |A/p|− ordp̂(x̂).

ϑ(x) に対しては，|ϑ(x)|p̂ = |x|p, ordp̂(ϑ(x)) = ordp(x)．更に，定理 1.2.8(6) から x̂ ∈ K̂p として，

|Âp/p̂|− ordp̂(x̂) ≤ |Âp/p̂|−n ⇔ n ≤ ordp̂(x̂)⇔ x̂ ∈ pnÂp = p̂nÂp.

よって，x̂ ∈ p̂ordp̂(x̂)Âp, x̂ /∈ p̂ordp̂(x̂)+1Âp となるので，x̂Âp = p̂ordp̂(x̂)Âp．これは（離散付値環での）加法
的付値の定義と一致している．

以上から，x̂ ∈ K̂p の加法的付値 ordp̂ と p̂ 進付値 |•|p̂ は

x̂Âp = p̂ordp̂(x̂)Âp, |x̂|p̂ = |Âp/p̂|− ordp̂(x̂)

で定まり，x ∈ K に対しては（ほとんどの場合省略されるが）ϑ : K ↪→ K̂p によって

ordp(x) = ordp̂(ϑ(x)), |x|p = |ϑ(x)|p̂.

� �
π ∈ B に対し ordPi(π) = 0 (i = 2, . . . , g) ならば，ordp

(
NL/K(π)

)
= ordp̂

(
NL̂1/K̂p

(π)
)

� �
証明 補題 1.10.10 から NL/K(π) =

∏
i NL̂i/K̂p

(π) となる．命題 1.1.13 を使えば，

ordp̂(ϑ(NL/K(π))) = ordp(NL/K(π)) =
∑
i

ordp̂

(
NL̂i/K̂p

(π)
)
.

i = 2, . . . , g に対し，ordPiB̂i
(π) = 0 なので，π ∈ B̂×

i ．よって命題 I-8.5.2 から NL̂i/K̂p
(π) ∈ Â×

p となるので

i = 2, . . . , g に対し ordp̂

(
NL̂i/K̂p

(π)
)
= 0．以上から，ordp

(
NL/K(π)

)
= ordp̂

(
NL̂1/K̂p

(π)
)
．� �

Dedekind 環と完備化� �
証明 A を Dedekind 環，K を A の商体，L を K の有限次拡大，B を L の A における整閉包，p を A の素
イデアルとする．この時，B は Dedekind 環で，L は B の商体となる（命題 1.3.2）．p の上にある B の素イ
デアルを P1, . . . , Pg とする．

P1
PI←−−−− B

QF−−−−→ LxaPI xIC xFE
p

PI←−−−− A
QF−−−−→ K

（PI：素イデアル，QF：商体，aPI：上にある素イデアル，IC：整閉包，FE：有限次拡大）
A, K を p 進距離で完備化すると位相環 Âp，位相体 K̂p が得られる（系 1.2.9）．K̂p は Âp の商体であり，

Âp は pÂp を極大イデアルとする離散付値環である（定理 1.2.8(7)）．更に，B, L を P1 進距離で完備化する
と位相環 B̂1，位相体 L̂1 が得られ，L̂1 は B̂1 の商体であり，B̂1 は P1B̂1 を極大イデアルとする離散付値環で
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補題 1.10.12

ある．P1B̂1 は pÂp の上にある素イデアルである（補題 1.3.3）．この時，L̂1 は K̂p の有限次拡大で B̂1 は L̂1

における Âp の整閉包である（定理 1.3.23(3)）．

P1B̂1
MI1←−−−− B̂1

QF−−−−→ L̂1xaPI xIC xFE
pÂp

MI1←−−−− Âp
QF−−−−→ K̂p

（MI1：唯一の極大イデアル）
M を L̂1/K̂p の中間体とする．M と B̂1 は環なので M ∩ B̂1 は環であり，M ∩ B̂1 は M の Âp における整

閉包である（命題 I-8.1.4(3)）．x ∈ L̂1 が M ∩ B̂1 上整なら B̂1 上整となる．B̂1 は整閉整域なので x ∈ B̂1．
x ∈ B̂1 は Âp 上整なので M ∩ B̂1 上整である（命題 I-8.1.4(2)）．以上から，L̂1 の M ∩ B̂1 における整閉包は
B̂1 である．M ∩ B̂1 は Dedekind 環で，M ∩ B̂1 の商体は M である（命題 1.3.2）．
M ∩ P1B̂1 が M ∩ B̂1 の素イデアルであることは容易に示せる．
M ⊃ pÂp, P1B̂1 ⊃ pÂp なので M ∩ P1B̂1 は pAp の上にある素イデアルである（補題 1.3.3）．P1B̂1 ⊃

M ∩ P1B̂1 なので P1B̂1 は M ∩ P1B̂1 の上にある素イデアルである（補題 1.3.3）．M ∩ B̂1 は M ∩ P1B̂1 を
極大イデアルとする完備離散付値環である（命題 1.5.3）．

P1B̂1
MI←−−−− B̂1

QF−−−−→ L̂1xaPI xIC xFE
M ∩ P1B̂1

MI←−−−− M ∩ B̂1
QF−−−−→ MxaPI xIC xFE

pÂp
MI←−−−− Âp

QF−−−−→ K̂p

A が仮定 1.1.2 を満たせば，Âp も仮定 1.1.2 を満たす（命題 1.2.13(4)）．M ∩ B̂1 と B̂1 も仮定 1.1.2 を満
たす（命題 1.3.2）．� �
追加定理 1.10.1. 上の状況で，剰余体 k = Âp/pÂp, l = B̂1/P1B̂1 を考える．a ∈ l に対し，[k(a) : k] =

[K̂p(α) : K̂p] となる α ∈ B̂1 が存在し，K̂p(α)/K̂p は不分岐拡大である� �
P1B̂1

MI←−−−− B̂1
QF−−−−→ L̂1 lxaPI xIC xFE xFE

K̂p(α) ∩ P1B̂1
MI←−−−− K̂p(α) ∩ B̂1

QF−−−−→ K̂p(α) k(a)xaPI xIC xFE,Φ(x)

xFE,φ(x)
pÂp

MI←−−−− Âp
QF−−−−→ K̂p k

証明 Âp は仮定 1.1.2 を満たすので，剰余体は有限体．a の k 上最小多項式を φ(x) ∈ k[x] とする．k は有限
体なので完全体（系 I-7.3.6）となり，k(a)/k は分離拡大である（定義 I-7.3.1(5)）．よって φ(x) は分離多項
式で，φ(a) = 0, φ′(a) 6= 0．Φ(x) ≡ φ(x) mod pÂp となるモニック Φ(x) ∈ Âp[x] 及び α0 ≡ a mod P1B̂1

となる α0 ∈ B̂1 を考える（α0 は a の代表元）．Φ(α0) ≡ 0 mod P1B̂1, Φ′(α0) 6≡ 0 mod P1B̂1 であるので，
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Hensel の補題から Φ(α) = 0 となる α ∈ B̂1 (α ≡ α0 mod P1B̂1) が存在する．φ(x) は k（Âp/pÂp の商体）
上既約なので，命題 I-8.2.1 と p.I-233 の注から Φ(x) は K̂p 上既約．よって，Φ(x) は K̂p(α) の K̂p 上最小多
項式となり，[k(α) : k] = deg(φ(x)) = deg(Φ(x)) = [K̂p(α) : K̂p]．
K̂p(α) ∩ B̂1 の剰余体 m = K̂p(α) ∩ B̂1/K̂p(α) ∩ P1B̂1 を考える．α ∈ K̂p(α) ∩ B̂1 なので，a ∈ m である

（ϑ : m ↪→ l について a ∈ Imϑ）．k(a) は aを含む最小の体なので [m : k(a)] ≥ 1．先程の結果と定理 1.3.23(4)
から

[k(a) : k] = [K̂p(α) : K̂p] ≥ f(K̂p(α) ∩ P1B̂1 : pÂp) = [m : k]

となるので，[k(a) : m] ≥ 1．以上から [k(a) : m] = 1，

[K̂p(α) : K̂p] = f(K̂p(α) ∩ P1B̂1 : pÂp) = [m : k] = [k(a) : k]

となるので，再び定理 1.3.23(4) から分岐指数は e(K̂p(α) ∩ P1B̂1 : pÂp) = 1．つまり，K̂p(α)/K̂p は不分岐
拡大．� �
π の M 上最小多項式 f(x) は B̂M =M ∩ B̂1 上の Eisenstein 多項式で，deg(f(x)) = [L̂1 :M ] である� �

証明 ordP1(π) = 1 より πB̂1 = P̂1B̂1 となるので，π は B̂1 の素元．L̂1/M は完全分岐なので，命題 1.10.7
から π の M 上最小多項式は Eisenstein 多項式で，その次数は [L̂1 : M ] に等しい（命題の主張には書かれて
いないが，証明されている：p.62）．また，Eisenstein 多項式の定義から f(x) ∈ B̂M [x]（M に対応する離散
付値環は B̂M）．

■命題 1.10.13� �
Q1, . . . , Qg が P1, . . . , Pt と互いに素� �

証明 Qi ∩ A = p, Pj ∩ A = pj に注意すれば，Qi = Pj ⇒ p = pj．対偶をとって，p 6= pj ⇒ Qi 6= Pj．
p 6= pj なので，Qi と Pj は互いに素．� �
I の相対イデアル NL/K(I) も p と互いに素� �

証明 相対イデアル NL/K(I) は
{

NL/K(b)
∣∣ b ∈ I } で生成される A のイデアル（定義 1.10.1）なので，A

の適当なイデアル J によって，NL/K(I) =
(
NL/K(x)

)
+ J と書くことができる．

(
NL/K(x)

)
は p と互

いに素なので，素イデアル分解には p は現れない：
(
NL/K(x)

)
= p0 · · ·．よって，定理 I-8.3.17(3) から

NL/K(I) =
(
NL/K(x)

)
+ J の素イデアル分解は p0 · · · となる，つまり NL/K(I) は p と互いに素．� �

NL/K(I) ⊃ p1
f1 · · · ptft� �

証明 NL/K(I) ⊃ p1
f1 · · · ptftJ なので，定理 I-8.3.17(2) から A のイデアル J ′ があり，J ′ NL/K(I) =

p1
f1 · · · ptftJ．J の素イデアル分解を p̃1

a1 · · · p̃sas とすれば，J ′ NL/K(I) = p1
f1 · · · ptft p̃1a1 · · · p̃sas．NL/K(I)

が J と互いに素であることから，NL/K(I) の素イデアル分解には p̃1, . . . , p̃s は現れない．よって，J ′ =
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p̃1
a1 · · · p̃sasJ ′′ となるので，p̃1

a1 · · · p̃sasJ ′′ NL/K(I) = p1
f1 · · · ptft p̃1a1 · · · p̃sas．よって，J ′′ NL/K(I) =

p1
f1 · · · ptft．定理 I-8.3.17(2) から NL/K(I) ⊃ p1

f1 · · · ptft．� �
IB̂1 = Q1,1

m1B̂1 = xB̂1� �
証明 x1, . . . , xm1

の Q1,1 = P1 = · · · = Pm1
に関する加法的付値が 1，xm1+1, . . . , xt の P1 に関する加

法的付値が 0 となる．よって，ordQ1,1
(x1) = 1 なので，x1B̂1 = Q1,1B̂1．また，ordQ1,1

(xt) = 0 なので
xtB̂1 = B̂1，つまり xt ∈ B̂×

1 ．以上から，x1, . . . , xm1 はQ1,1B̂1 を生成し，xm1+1, . . . , xt は B̂×
1 の元である．

i ≥ m1 + 1 に対し xi ∈ Pi，xi ∈ B̂×
1 なので PiP1B̂1 = P1B̂1．よって，I = P1 · · ·Pt = Q1,1

m1Pm1+1 · · ·Pt
なので IB̂1 = Q1,1

m1B̂1．x = x1 · · ·xt で x1B̂1 = · · · = xm1
B̂1 = Q1,1B̂1，xm1+1, . . . , xt ∈ B̂×

1 なので
xB̂1 = Q1,1

m1B̂1．� �
IB̂1 = xB̂1，y ∈ I なら z ∈ B̂1 が存在して y = zx となる� �

証明 xB̂1 = IB̂1 ⊃ yB̂1 なので，定理 I-8.3.17(2) から単項イデアル整域 B̂1 のイデアル z′B̂1 が存在し
xz′B̂1 = yB̂1 となる．y ∈ yB̂1 なので y ∈ xz′B̂1，つまり b ∈ B̂1 があり y = xz′b．z = z′b ∈ B̂1 とすれば
主張が従う．

■命題 1.10.19� �
IAp が ∆B/A,p を割り切る� �

証明 I の定義から s2n∆L/K(u1, . . . , un) = ∆L/K(su1, . . . , sun)A = Ia となる a ∈ A が存在する．よっ
て，aIAp = s2n∆L/K(u1, . . . , un)Ap．s2n ∈ A×

p なので，= ∆L/K(u1, . . . , un)Ap = ∆B/A,pAp となるので
従う．

1.11 完備化と Dedekindの判別定理� �
B の A 基底は Bp の Ap 基底であり，L の K 基底である� �

証明 B の A 基底を {w1, . . . , wn}とする．∀b ∈ B は
∑
yiwi (yi ∈ A) と表すことができる．Bp の任意の元

は b ∈ B と s ∈ A \ p で b/s と表せる．上の式を代入して b/s =
∑n
i=1(yi/s)wi, (yi/s ∈ Ap)．Bp の任意の

元は {w1, . . . , wn}の Ap 係数の線形結合で表すことができる．
∑

(yi/si)wi = 0 (yi ∈ A, si ∈ A \ p) とす
る．

∑n
i=1(yis1 · · · sn/si)wi = 0 となり，wi の係数は A の元．{w1, . . . , wn}の A 基底としての一時独立性

から，yi = 0．よって Ap 基底として一次独立．
L/K も同様．S = A \ {0}として L = S−1B と表せることを使う．
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命題 1.11.1

■命題 1.11.1� �
∆B/A,p =

∏g
i=1∆B̂i/Âp� �

証明 {w1, . . . , wn}を B の A 基底とする．m(wi) を B の元に wi ∈ B をかける写像とする：

m(wi) : B 3 a =

n∑
i=1

a(i)wi 7→ awi =

n∑
i=1

b(i)wi ∈ B.

これは B ⊗A Âp の元に wi ⊗ 1 ∈ B ⊗A Âp をかける写像 m̃(wi) を誘導する：

m̃(wi) : B ⊗A Âp 3 a⊗ t =
n∑
i=1

a(i)wi ⊗ t 7→ awi ⊗ t =
n∑
i=1

b(i)wi ⊗ t ∈ B ⊗A Âp.

定理 1.3.23(2) から，φi : B ↪→ B̂i として同型

φ : B ⊗A Âp 3 a⊗ t→ (φ1(a)t, . . . , φg(a)t) ∈ B̂1 × · · · × B̂g

が得られる．φによって {wi}1≤i≤n は {(φ1(wi), . . . , φg(wi))}1≤i≤g に写るので，{(φ1(wi), . . . , φg(wi))}1≤i≤g
は B̂1 × · · · × B̂g の Âp 基底である．
m̂ = φm̃φ−1 として，

m̂ : B̂1 × · · · × B̂g 3 φ(a⊗ t) 7→ φ(awi ⊗ t) ∈ B̂1 × · · · × B̂g

を構成する．
B̂1 × · · · × B̂g

m̂−−−−→ B̂1 × · · · × B̂g

φ

x φ

x
Bp ⊗Ap

Âp −−−−→
m̃

Bp ⊗Ap
Âp

φ(a ⊗ t) = (φ1(a)t, . . . , φg(a)t)，φ(awi ⊗ t) = (φ(wi)φ1(a)t, . . . , φ(wi)φg(a)t) であるので，m̂(wi) は
B̂1 × · · · × B̂g の元に (φ1(wi), . . . , φg(wi)) をかける写像である．構成から（適当な基底を取ることによって）
Tr(m) = Tr(m̃) = Tr(m̂) であることが分かる．
{vi,1, . . . , vi,Ni}を B̂i の Âp 基底とする（Ni = eifi：定理 1.3.23(4)）．

v1 = (v1,1, 0, . . . , 0), . . . , vN1 = (v1,N1 , 0, . . . , 0)

vN1+1 = (0, v2,1, 0, . . . , 0), . . . , vN1+N2 = (0, v2,N2 , 0, . . . , 0)

...
vn−Ng+1 = (0, . . . , 0, vg,1), . . . , vn = (0, . . . , 0, vg,Ng )

とすれば，{v1, . . . , vn}は B̂1 × · · · × B̂g の Âp 基底となる．{(φ1(wi), . . . , φg(wi))}1≤i≤g，{v1, . . . , vn}は
共に B̂1 × · · · × B̂g の Âp 基底であるので，A ∈ GLn(Âp) が存在し，

(φ1(wi), . . . , φg(wi)) =

n∑
j=1

Aijvj .
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命題 1.11.4

補題 1.10.6 を使えば，

TrL/K(wiwj) = Tr(m(wiwj)) = Tr(m̂(wiwj)) = Tr

(
m̂

(
n∑
k=1

n∑
l=1

AikAjlvkvl

))

=

n∑
k=1

n∑
l=1

AikAjl Tr(m̂(vkvl)).

TrL/K(wiwj) を (i, j) 成分とする n × n 行列を W，Tr(m̂(vivj)) を (i, j) 成分とする n × n 行列を M とす
れば，これは W = AM tA と書ける．
M の (N1 + · · · + Nl−1 + i,N1 + · · · + Nl−1 + j) (1 ≤ i, j ≤ Nl) 成分は B̂1 × · · · × B̂g に対して，

vN1+···+Nl−1+ivN1+···+Nl−1+j = (0, . . . , 0, vl,ivl,j , 0, . . . , 0) をかける線形写像のトレースであり，これは B̂l

の元に vl,ivl,j をかける線形写像のトレース．よって補題 1.10.6 からこれは TrL̂l/K̂p
(vl,ivl,j) に等しい．i 6= j

であれば vikvjl = 0 なので，TrL̂i/K̂p
(vikvil) を (k, l) 成分とする Ni ×Ni 行列を Mi とすれば，

M =

M1

. . .
Mg

 , detMi = ∆L̂i/K̂p
(vi,1, . . . , vi,Ni).

よって，

∆L/K(w1, . . . , wn) = detW = (detA)2 detM = (detA)2
g∏
i=1

detMi = (detA)2
g∏
i=1

∆L̂i/K̂p
(vi,1, . . . , vi,Ni)

となり，系 I-6.7.9(1) から detA ∈ Â×
p なので

ordp(∆L/K(w1, . . . , wn)) = ordpÂp

(
g∏
i=1

∆L̂i/K̂p
(vi,1, . . . , vi,Ni)

)

=

g∑
i=1

ordpÂp

(
∆L̂i/K̂p

(vi,1, . . . , vi,Ni
)
)
.

Âp は離散付値環で pÂp が唯一の素イデアルなので

∆B/A,p = pordp(∆L/K(w1,...,wn))Âp =

g∏
i=1

p
ordpÂp

(
∆

L̂i/K̂p
(vi,1,...,vi,Ni

)
)
Âp =

g∏
i=1

∆B̂i/Âp
.

■命題 1.11.4� �
y = s1 · · · smx ∈ δ(B/A)−1� �

証明 a ∈ B として，TrL/K(as1 · · · smx) = s1 · · · sm TrL/K(ax)．a = b1w1 + · · · + bmwm (bi ∈ A) とす
れば，

= s1 · · · sm TrL/K

(∑
i

biwix

)
= s1 · · · sm

∑
i

bi TrL/K (wix) = s1 · · · sm
∑
i

biai/si

なので TrL/K(as1 · · · smx) ∈ A．つまり，s1 · · · smx ∈ δ(B/A)−1．
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命題 1.11.6

■命題 1.11.6� �
x ∈ δ(B/BM )−1(δ(BM/A)B)−1� �

証明 xδ(BM/A) ⊂ δ(B/BM )−1 は本文から容易に分かる．b ∈ δ(B/BM )−1 であれば ∀y ∈ B に対し，定義か
ら by ∈ δ(B/BM )−1 となるので，bB ⊂ δ(B/BM )−1．以上から xδ(BM/A)B ⊂ δ(B/BM )−1．δ(BM/A)B

は B のイデアルなので有限生成（命題 I-6.8.34）で，分数イデアル（Dedekind 環のイデアルは分数イデアル．
命題 I-8.3.24 からも分かる）．よって，命題 I-8.3.21 から

xB = xδ(BM/A)B(δ(BM/A)B)−1 ⊂ δ(B/BM )−1(δ(BM/A)B)−1.

よって，x ∈ δ(B/BM )−1(δ(BM/A)B)−1．

■系 1.11.11� �
g(x) の根が A/p 上M ∩B/M ∩P を生成し，g(x) の根がK 上M を生成する様な g(x) が存在し，g(x)
は既約，g(x) が既約・分離である� �

証明 k = A/p，l = B/P，m = C/PM とする．M/K は不分岐拡大なので [m : k] = [M : K] = f．k は有
限体なので完全体（系 I-7.3.6）となり m/k は分離拡大（よって，g の存在を示せば g(x) は分離多項式と分か
る）で，m = k(a) となる a ∈ l が存在する．これに対して追加定理 1.10.1(p.28) の証明を適用すれば，f 次の
不分岐拡大 K(α)/K (α ∈ B) が存在する．g は Φ，g は φ に対応するので，g(x), g(x) は既約多項式．M/K

は f 次の最大不分岐拡大であったので M = K(α) となる．� �
R(g, g′) ∈ A×，∆C/A = A� �

証明 R(g, g′) を mod p で考えたR(g, g′) は g(x) の判別式になる（系 1.9.7）．g(x) は分離多項式なので g と g′

は共通根を持たない．よって系 1.9.6 からR(g, g′) 6= 0．従ってR(g, g′) ∈ A\pで，命題 I-6.5.8 からA\p = A×．
上で示したように，g(x) ∈ A[x] は α ∈ C の K 上最小多項式で，∆M/K(1, α, · · · , αf−1) = R(g, g′)（命題
1.9.9）なので ∆M/K(1, α, · · · , αf−1) ∈ A×．すなわち ordp(∆M/K(1, α, · · · , αf−1)) = 0．よって補題 1.8.3
から {1, α, . . . , αf−1}は C の A 基底となる（補題の主張はアレ；p.49 の上の方参照）ので，相対判別式の計
算に {1, α, . . . , αf−1}を使用できる：

∆C/A = ∆C/A,p = pordp(∆M/K(1,α,...,αf−1)) = p0 = A.

■命題 1.11.14� �
A を離散付値環，{x1, . . . , xl} (l = [N : K]) を BN の A 基底，∆N/K(x1, . . . , xl) ∈ A× とすれば，
{x1, . . . , xl}は L の M 基底となる� �
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定理 1.11.16

証明 命題 I-8.1.24 から BN は階数 l の自由 A 加群（だから基底が l 個）．∆N/K(x1, . . . , xl) 6= 0 なので
命題 1.7.3(2) から {x1, . . . , xl} ⊂ N は K 上一次独立．よって定理 I-8.11.9(3) から M 上一次独立．命題
I-8.11.9(2) から [L :M ] = l なので {x1, . . . , xl}は L の M 基底となる．

■定理 1.11.16� �
A が離散付値環なら，BM の A 基底を {v1, . . . , vm}，BN の A 基底を {w1, . . . , wn} とすれば，
{v1, . . . , vm}は N 上一次独立で，{w1, . . . , wn}は K 上一次独立である� �

証明 I-p.241 のはじめの話から，{v1, . . . , vm}と {w1, . . . , wn}はK 上一次独立．さらに，定理 I-8.11.9 から
{v1, . . . , vm}は N 上一次独立となる．� �

上の状況で，TrL/K(viwkvjwl) = TrM/K(vivj)TrN/K(wkwl)� �
証明 まず，

TrL/K(viwkvjwl) = TrL/K(vivjwkwl).

命題 I-8.1.18(5) から
= TrM/K

(
TrL/M (vivjwkwl)

)
.

vivj ∈M なので，
= TrM/K

(
vivj TrL/M (wkwl)

)
.

(1.11.15) と同様の考察から TrL/M (wkwl) = TrN/K(wkwl) なので

= TrM/K

(
vivj TrN/K(wkwl)

)
.

補題 I-8.1.17 から TrN/K(wkwl) ∈ K なので，

= TrM/K(vivj)TrN/K(wkwl).

� �
上の状況で ∆L = ∆M

n∆N
m� �

証明 B の A 基底として

{v1w1, . . . , v1wn; v2w1, . . . , v2wn; · · · ; vmw1, . . . , vmwn}

をとれる（p.81 の上の方）．G を (i, j) 成分を gij = TrL/K(vivj) とする m 次行列，H を (k, l) 成分を
TrL/K(wkwl) とする n 次行列とする．((i− 1)n+ k, (j − 1)n+ l) 成分が TrL/K(viwkvjwl) の行列を X と
する．TrL/K(viwkvjwl) = TrL/K(vivj)TrL/K(wkwl) なので，

X =


g11H · · · g1mH
g21H · · · g2mH

...
gm1H · · · gmmH

 = G⊗H
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補題 1.12.1

（行列の Kronecker 積）となる．線形代数で知られているように，det(G⊗H) = (detG)n(detH)m なので，

∆L/K(v1w1, . . .) = detX = det(G⊗H) = (detG)n(detH)m = ∆M/K(v1, . . . , vm)n∆N/K(w1, . . . , wn)
m.

A = Z, K = Q とすれば，主張が従う．

1.12 積公式
■補題 1.12.1 TrL/K じゃなくて TrK/Q じゃね？

■定理 1.12.2� �
x ∈ OK に対し積公式

∏
v∈M|x|v = 1 が成立すれば x ∈ K× に対しても成立する� �

証明 まず v ∈ p については |x|p|1/x|p = 1．v ∈ MR に対しては σv ∈ Homal
Q (K,C) について

|σv(x)||σv(1/x)| = |σv(1)| = 1．v ∈ MC に対しても同様に |σv(x)|2|σv(1/x)|2 = |σv(1)|2 = 1．以上から，
x ∈ OK に対し，|x|v = |1/x|v なので，1/x ∈ K (x ∈ OK) に対しても積公式が成立．K は OK の商体なの
で，∀x ∈ K は a/b (a, b ∈ OK) と表すことができる．a, 1/b に対し積公式が成立するので，上の議論と同様
にして x = a/b に対しても成立．

1.13 Krasnerの補題
■定理 1.13.1� �
A, B を完備離散付値環，L/K を Galois 拡大，τ ∈ Gal(L/K(β)) (β ∈ L) として，|τ(x)| = |x|� �

証明 B の極大イデアルを P とする．ordP (x) = n とすれば，xB = PnB となり，τ(x)τ(B) = τ(P )n．
τ(B) = B（追加補題 1.3.5, p.15），τ(P ) = P なので τ(x)B = Pn．つまり，ordP (τ(x)) = n．

■系 1.13.3� �
局所体（Qp の有限次拡大）が代数体（Q の有限次拡大）の完備化に同型である� �

証明 本文の証明の前半から，局所体 L = Qp(β)，代数体 K = Q(β) と表すことができる．OL を L の整数
環，P を OL の素イデアルとする．この時，p = P ∩ OK とする．Z ⊂ Zp，K ⊂ L なので OK ⊂ OL であ
る．a, b ∈ p，x ∈ OK とする．a, b ∈ OK , P なので a + b ∈ OK , P，つまり a + b ∈ p．a, x ∈ OK なので
ax ∈ OK．a ∈ P，x ∈ OL なので ax ∈ P．よって，ax ∈ p．以上から，p は OK のイデアル．a, b ∈ OK で
ab ∈ p とする．ab ∈ P で P は OL の素イデアルなので a ∈ P（若しくは b ∈ P）となり，a ∈ p．よって，p

は OK の素イデアル．OL は完備離散付値環（命題 I-9.1.31(4)，命題 1.5.3(2)）なので pOL = P eOL となる
e が存在する（命題 I-8.3.15）．OL/P は OK/p の有限次拡大．OL は単項イデアル整域なので P は単項イデ
アル．OL は仮定 1.1.2 を満たす（命題 I-1.5.3）ので，OL/P は有限体．よって OK/p も有限体．よって，定
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命題 1.13.5

理 1.3.23(1) の証明と同様にして K（を L への包含）上では P 進距離は p 進距離の冪乗となる．P ⊃ pZp，
OK ⊃ Z なので p ⊃ pZ．よって補題 1.3.3 より p は pZ の上にある素イデアル（pZ = p ∩ Z）．

p ←−−−− OK −−−−→ Kx x x
pZ ←−−−− Z −−−−→ Q

完備化して
pOK̂ ←−−−− OK̂ −−−−→ K̂x x x
pZp ←−−−− Zp −−−−→ Qp

β ∈ K なので β ∈ K̂．よって，K̂ ⊃ Qp(β) = L．f, g 共に Qp 上既約なので [L : Qp] = deg f = deg g =

[K : Q]．定理 1.3.23(3)(4) から [K̂ : Qp] ≤ [K : Q] なので [L : Qp] ≥ [K̂ : Qp]．以上から K̂ = L．

■命題 1.13.5� �
L/K を Qp の有限次拡大，p を OK の素イデアル，P を p の上にある OL の素イデアルとする．
OL/P ' OK/p ならば u ∈ OL に対し u0 ≡ u mod P となる u0 ∈ OK が存在する� �

証明 OK/p の完全代表系を {a1, a2, . . .} とする．a1 と a2 は別の同値類に属するので a1 − a2 6∈ p，つまり
a1 − a2 ∈ OK \ p．よって a1 − a2 6∈ P．a1, a2 は OL の元としても異なる同値類に属する．OL/P と OK/p

の位数は等しいので，他の元についても同様にして OL/P の完全代表系として {a1, a2, . . .}が取れる．よっ
て，u ∈ OL が含まれる同値類の代表元を u0 とすればよい．� �

上の状況で，L/K が完全分岐で馴分岐，F/L の整数環 OF の極大イデアルを P，P 進距離を |•| とす
る．この時，L/K の分岐指数 e について |e| = 1� �

証明 F は Qp の有限次拡大でもあるので，|OF /P| は |Zp/pZp| の倍数．命題 I-9.1.31(1) から |Zp/pZp| =
|Z/pZ| = p なので，|OF /P|は p の倍数．従って，OF /P の標数は p（p.I-216 とか参照）．L/K が馴分岐な
ので p - e となり，OF の元として e と 0 は異なる同値類に属する．よって e 6∈ P であり，|e| = 1．

1.14 2次の暴分岐
■命題 1.14.1� �
追加補題 1.14.1. K を Q2 の有限次拡大，p を OK の素イデアル，F = K(

√
π) とする．π が OK の素

元であれば OF の OK 上基底が {1,
√
π}である（命題 1.7.3 使った方が楽）� �

証明 2 = πmd (ordp(d) = 0) とする．ordp(π) = 1 である．α = a+ b
√
π ∈ F (a, b ∈ K) が OK 上整である

とする．

A = TrF/K(α) = (a+ b
√
π) + (a− b

√
π) = 2a, B = NF/K(α) = (a+ b

√
π)(a− b

√
π) = a2 − πb2.
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命題 1.14.1

命題 I-8.1.19 から A,B ∈ OK．4B = A2 − 4πb2 ∈ 4OK なので 4πb2 ∈ OK，つまり ordp(4πb
2) ≥ 0．よっ

て 2m + 1 + 2 ordp(b) ≥ 0（命題 1.1.3(1)）なので ordp(b) ≥ −m．よって b = cπ−m (c ∈ OK) と表すこ
とができる．ordp(b) < 0 とする．つまり 0 ≤ ordp(c) ≤ m − 1．A2 − 4πb2 = A2 − πc2d2 ∈ 4OK なので
A2 − πc2d2 ≡ 0 mod p2m．A = πkt (ordp(t) = 0)，c = πs−1u (ordp(u) = 0, s ≤ m) とおけば，この式は
π2kt2 − π2s−1u2d2 = π2mw (ordp(w) ≥ 0) となる．
2k > 2s−1 であれば π2s−1(π2k−2s+1t2−u2d2) = π2mw．命題 1.1.3(3) から ordp(π

2k−2s+1t2−u2d2) = 0

なので 2s− 1 ≥ 2m．これは s ≤ m に矛盾．
2k < 2s− 1 であれば π2k(t2 − π2s−2k−1u2d2) = π2mw．命題 1.1.3(3) から ordp(t

2 − π2s−2k−1u2d2) = 0

なので k ≥ m となり，2s − 1 > 2k ≥ 2m となり s ≤ m に矛盾．以上から ordp(b) ≥ 0，つまり b ∈ OK．
a2 − πb2 ∈ OK なので a2 ∈ OK，よって a ∈ OK．以上から OF は OK +OK

√
π．

逆に a+ b
√
π (a, b ∈ OK) は x2 − 2ax+ a2 − πb2 の根なので OK 上整．� �

K を Q2 の有限次拡大，F = K(
√
π′)（π′ はOK の素元），p をOK の素イデアルとするとき，∆F/K = 4p� �

証明
√
π′ の K 上最小多項式は x2 − π′ で，その判  別式は 4π′．命題 1.9.9 から ∆F/K(1,

√
π′) = 4π′．

{1,
√
π′} が OF の OK 基底（上で示した）．K は局所体なので命題 1.5.3 から OK は完備離散付値環．

∆F/K = pordp(4π
′) = 4π′OK = 4p．� �

K を Q2 の有限次拡大，F = K(
√
µ) (µ ∈ O×

K)，OK/p = F とする．n = |F| が偶数であれば
F× 3 x 7→ x2 ∈ F× が全単射である� �

証明 定理 I-7.4.10 から F× は位数 n− 1 の巡回群：F× = { gi | 0 ≤ i ≤ n− 2 }．gn−1 = 1 である．gi 6= gj

とする．1 ≤ |i − j| ≤ n − 2 なので 2 ≤ |2i − 2j| ≤ 2n − 4．n − 1 は奇数なので 2i − 2j 6= n − 1．
よって g2i 6= g2j となり，単射．g1, g2, . . . , gn/2−1 は g2, g4, . . . , gn−2 に写る．gn/2, gn/2+1, . . . , gn−2 は
gn−1+1, gn−1+3, . . . , gn−1+n−3，つまり g1, g3, . . . , gn−3 に写るので全射．� �

modpl → modpl+1,modpl+2, . . . の議論が成立していることの検証（p.91 の真ん中らへん）� �
証明 本文から，ordp(µ−1) = l (µ ∈ O×

K \ (O
×
K)2) に対し l が 2mで以下の偶数であれば µ′ = (1+πl1c)−2µ

があり，(1 + πl1c)−2 ≡ 1 + πlu mod pl+1，µ′ ≡ 1 mod pl+1．(1 + πl1c)−2 ∈ (O×
K)2 となる（背理法で容

易に示せる）ので µ′ ∈ O×
K \ (O

×
K)2（対偶を考えれば明らか）．ordp(µ

′ − 1) ≥ l + 1 となり，これによって
l = 2m となるか l が奇数になるまで l を大きくすることができる．� �
K を Q2 の有限次拡大，p をOK の素イデアル，F = K(

√
µ) とする．µ ∈ O×

K \ (O
×
K)2，µ = 1+4u (u ∈

O×
K) であれば F/K が不分岐であることの証明．（上の検証で l が 2m になった場合．l が奇数になった

場合も同様）� �
証明 α = (1 +

√
µ)/2 ∈ F とすれば，α は g(x) = x2 − x + (1 − µ)/4 の根．(1 − µ)/4 ∈ OK なので

g(x) ∈ OK [x] であることから，α は OK 上モニックの根となる．つまり，α ∈ OF．また，命題 1.9.9 から
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命題 1.14.1

∆F/K(1, α) = µ 6= 0．よって，命題 1.7.3(2) から，{1, α}は F のK 基底となりOK 上一次独立．{1, α} ∈ OF
なので，これは OF の OK 基底になる．よって，OF = OK [α] で，∆F/K の計算に ∆F/K(1, α) = µ を使え
る．K は局所体なので命題 1.5.3 から OK は完備離散付値環．∆F/K = pordp(µ) = µOK．µ ∈ O×

K = OK \ p
（命題 I-6.5.8）なので，∆F/K は p で割り切れない．よって Dedekind の判別定理（定理 1.11.12）から F/K

は不分岐．� �
F を局所体，π を OF の素元，F = K(

√
π) とすれば，

√
π が OF の素元である� �

証明 追加補題 1.14.1(p.36) から OF = OK [
√
π]，つまり OF = { a+ b

√
π | a, b ∈ OK }なので，

√
πOF =

{πb + a
√
π | a, b ∈ OK}．c, d ∈ OF \

√
πOF とする．c = c1 + c2

√
π，d = d1 + d2

√
π とすれば，

c1, d1 6∈ πOK，つまり ordp(c1) = ordp(d1) = 0．cd = (c1d1 + c2d2π) + (c1d2 + c2d1)
√
π で，命題 1.1.3(3)

から ordp(c1d1 + c2d2π) = 0 なので cd ∈ OF \
√
πOF．つまり，

√
πOF は素イデアル．� �

F を局所体，π を OF の素元，µ = 1 + π2k+1u (u ∈ O×
K)，F = K(

√
µ) とすれば q = (1 +

√
µ)/πk が

OF の素元である� �
証明 F = K(

√
µ) = K(q)．q は Eisenstein 多項式 g(x) = x2 − πm−kx − πu の根なので，OK 上整となり

q ∈ OF．g(x) の判別式は π2(m−k)+4πu 6= 0 なので命題 1.9.9，命題 1.7.3 から {1, q}は F のK 基底でOF の
OK 基底：OF = OK [q]，つまりOF = { a+ bq | a, b ∈ OK }．g(q) = 0 なので aq+bq2 = buπ+(a+bπm−k)q．
よって qOF = { buπ + (a+ bπm−k)q | a, b ∈ OK }．c, d ∈ OF \ qOF とする．c = c1 + c2q，d = d1 + d2q

とすれば c1, c2 6∈ πOK，つまり ordp(c1) = ordp(d1) = 0．

cd = c1d1 + c2d2q
2 + (c1d2 + c2d1)q = (c1d1 + c2d2πu) + (c1d2 + c2d1 + c2d2π

m−k)q

で ordp(c1d1 + c2d2πu) = 0 なので，cd ∈ OF \ qOF．よって qOF は OF の素イデアル．

40



41

第 2章

整数環と判別式の例

2.2 Kummer理論
■命題 2.2.5� �
G,H の間の perfect pairing を Φ，σg : H 3 h 7→ Φ(g, h) ∈ C1 とすれば，写像 χ : G 3 g 7→ σg ∈ H∗ は
準同型� �

証明 G は加群，C1 は乗法群．∀h ∈ H に対し，

[χ(g1)χ(g2)] (h) = σg1(h)σg2(h) = Φ(g1, h)Φ(g2, h) = Φ(g1 + g2, h) = σg1+g2(h) = χ(g1 + g2)(h).

よって，χ(g1)χ(g2) = χ(g1 + g2) となり χ は準同型．

■定理 2.2.8� �
R/(K×)n の完全代表系を {a1, . . . , at}とすれば，K( n

√
R) = K( n

√
a1, . . . , n

√
at)� �

証明 n
√
a1, . . . , n

√
at ∈ n

√
R なので K( n

√
a1, . . . , n

√
at) ⊂ K( n

√
R)．∀a ∈ R は b ∈ K× によって a =

aib
n となるので n

√
a = n

√
aib，つまり n

√
R = { n

√
aib | b ∈ K× }．よって， n

√
R の有限部分集合が生成

する体は K( n
√
ai, n
√
aj , . . .) という形になるので，K( n

√
R) ⊂ K( n

√
a1, . . . , n

√
at)．以上から K( n

√
R) =

K( n
√
a1, . . . , n

√
at)．

■例 2.2.9 a, b, c, d ∈ Z に対して R = 2a3b5c7d(Q×)2 とすれば，Q× ⊃ R ⊃ (Q×)2 が成立する．K =

Q(
√
R) = Q(

√
2,
√
3,
√
5,
√
7) とする．R/(Q×)2 の完全代表系として 2i3j5k7l (i, j, k, l = 0, 1) が取れる．準

同型

φ : Z4 3 (a, b, c, d) 7→ 2a3b5c7d ∈ Q×

7→ 2i3j5k7l ∈ R/(Q×)2

を考える．明らかに φ は全射なので Imφ = R/(Q×)2．R/(Q×)2 の単位元は 20305070 = 1．φ(a, b, c, d) = 1

となるのは a, b, c, d が偶数の時なので，kerφ = (2Z)4．よって準同型定理から R/(Q×)2 ' Z4/(2Z)4 '
(Z/2Z)4．命題 2.2.3，定理 2.2.8 から Gal(K/Q) ' (R/(Q×)2)∗ ' R/(Q×)2 ' (Z/2Z)4．



例 2.2.10

■例 2.2.10 µ ∈ Z，l を素数，ζ を 1 の原始 l 乗根，F = Q(ζ) とする．定理 I-8.11.7 から Gal(F/Q) '
(Z/lZ)×．命題 I-7.4.3(2) から |Gal(F/Q)| = l − 1 = [F : Q]．よって，Homal

Q (F,Q) = {σ1, . . . , σl−1}．
µ = al (a ∈ F×) と仮定する．命題 I-8.1.18(2) から

NF/Q(µ) = NF/Q(a
l) = [NF/Q(a)]

l =

l−1∏
i=1

σi(µ) =

l−1∏
i=1

µ = µl−1 = al(l−1).

補題 I-8.1.17 から NF/Q(a) ∈ Q なので互いに素な b, c ∈ Z によって NF/Q(a) = c/b．上の式に代入して
cl = (bal−1)l，よって c = bal−1 となり矛盾．以上から µ 6∈ (F×)l．
µが属する F×/(F×)l の代表元を g とする．µl ∈ (F×)l であり，l は素数なので g の位数は l．1 ≤ i < j ≤ l

に対し gi = gj とする．gj−i = 1 となるが 1 ≤ j − i ≤ l − 1 なので矛盾．よって {1, g, . . . , gl−1}は位数 l の
F×/(F×)l 部分群．F× ⊃ R = {µi(F×)l | 1 ≤ i ≤ l } ⊃ (F×)l とすれば F ( n

√
R) = F ( n

√
µ)．命題 2.2.3 と

定理 2.2.8 から
Gal(F ( n

√
µ)/F ) ' (R/(F×)l)∗ ' (R/(F×)l) ' {1, µ, . . . , µl−1}

なので [F ( n
√
µ) : F ] = l．

■命題 2.2.11� �
A を仮定 1.1.2 を満たす Dedekind 環，p を A の素イデアル，f(x) = xe − µ，e は A/p の標数 p で割り
切れない，µ ∈ A \ p とすれば，f(x) の判別式 ∆(f) は p に含まれない� �

証明 系 1.9.7 から ∆(f) = ±µe−1ee．仮定 1.1.2 から A の商体 K の標数は 0 なので Q を含み，a/1 (a ∈ Z)
という形の元を含む．よって Z ⊂ A．p は pZ の上にあり，e 6∈ pZ = p ∩ Z なので e 6∈ p である．よって，
µe−1ee 6∈ p となる．� �
L = K( e

√
µ)，g(x) ∈ A[x] を e

√
µ の K 上最小多項式，∆(g) ∈ A \ p とすれば p は L で不分岐� �

証明 g(x) ∈ A[x] なので e
√
µ ∈ L は A 上整，すなわち B の元となり ∆L/K(1, e

√
µ, . . . , e

√
µn−1) = ∆(g) ∈

A \ p ⊂ A×
p （命題 1.9.9）．補題 1.7.3(2) から {1, e

√
µ, . . . , e

√
µn−1}は B に含まれる L の K 基底となり，補

題 1.8.3 から ∆L/K,p = A．∆L/K は p で割り切れないので Dedekind の判別定理から p は L で不分岐．� �
B ⊗A Ap の Ap 基底が取れる� �

証明 命題 I-6.5.9，補題 I-8.3.3，補題 I-8.3.13 から Ap は単項イデアル整域．命題 I-8.1.14 から L における
Ap の整閉包は Bp．命題 I-8.1.24 から Bp は階数 [L : K] = nの自由 Ap 加群なので n個の Ap 基底を取れる．
補題 1.3.22 から Bp ' Ap ⊗A B ' B ⊗A Ap よって，Bp の Ap を上の同型によって写せば，B ⊗A Ap の Ap

基底となる．
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例 2.3.3

2.3 3次体
よく使う命題を列挙しておく．

• 系 I-8.1.25．OK は階数 [K : Q] の自由 Z 加群
• 命題 1.2.14．∀p ∈ SpecA に対し a ∈ Âp なら a ∈ A
• 系 1.7.5．∆K(v1, . . . , vn) = (OK : V )2∆K

• 命題 1.8.9．(B :M) =
∏

p∈SpecA

(B ⊗A Âp :M ⊗A Âp)

• 命題 1.9.9．∆(f) = ∆L/K(1, α, . . .)

• 命題 1.10.7．CDVR での Eisenstein と完全分岐

• 命題 1.11.1．∆B/A,p =

g∏
i=1

∆B̂i/Âp

■例 2.3.3� �
t の Q 上最小多項式 f(x) の判別式が 49 ならば (OK : Z[t]) = 1, 7� �

証明 命題 1.9.9 から∆K/Q(1, t, t
2) = ∆(f) = 49．{1, t, t2}はK = Q(t) の Q 基底で，OK に含まれる．よっ

て系 1.7.5(2) から ∆K/Q(1, t, t
2) = (OK : Z[t])2∆K となり従う．� �

(Bp :M ⊗A Ap) = 1，OK = Z[t]，∆K = 49� �
証明 f(x+ 2) = g(x) とする．g(x) は Eisenstein 多項式で，Q7 上既約である．Q7 は平坦 Q 加群なので

K ⊗Q Q7 '
(

Q[x]

(g(x))

)
⊗Q Q7 '

Q[x]⊗Q Q7

(g(x))⊗Q Q7
' Q7[x]

(g(x))
' Q7(t).

従って，定理 1.3.23 から，7Z の上にある OK の素イデアルは 1 個で，K の完備化は Q7(t)．Q7[t] の整数環
は Z7[t] なので，再び定理 1.3.23 から OK ⊗Z Z7 ' Z7[t]．さらに，Z[t] ⊗Z Z7 ' Z7[t] で，これらの同型は
同じ写像である（a ⊗ b 7→ ab）．従って，命題 1.8.9(3) から (Bp : M ⊗A Ap) = (B ⊗A Âp : M ⊗A Âp) =

(OK ⊗Z Z7 : Z[t]⊗Z Z7) = 1．
p = pZ 6= 7Z に対しては (Bp : M ⊗A Ap) は命題 1.8.9(2) から p の冪なので 7 の倍数では無い．よって命

題 1.8.9(1) から (B :M) = (OK : Z[t]) = 1．上の話と合わせて ∆K = ∆K/Q(1, t, t
2) = 49．� �

t = 2 cos 2π/7 として Q(t)/Q は Galois 拡大である� �
証明 例 I-8.11.8 から t の Q 上最小多項式は x3 + x2 − 2x + 1 で，t の共軛は 2 cos 4π/7 と 2 cos 6π/7．
2 cos 4π/7 = 4t2 − 2，2 cos 6π/7 = −4t2 − t+ 1 なので t の共軛は全て Q(t) に含まれる．よって系 I-7.3.10
から Q(t)/Q は正規拡大．Q は完全体（系 I-7.3.6）なので Q(t)/Q は分離拡大．
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命題 2.3.4

■命題 2.3.4� �
同型 φ : OK ⊗Z Zp → Zpn が存在すれば，OK の Z 基底を {1, α, . . . , αn−1}，β = φ(α) として
{1, β, . . . , βn−1}が Zpn の Zp 基底となる� �

証明 OK ⊗Z Zp の Z⊗Z Zp 基底として，{1⊗ 1, α⊗ 1, . . . , αn−1 ⊗ 1}が取れることを示す．
先ず，OK ⊗Z Zp の任意の元は

ξ = (a0 ⊗ b0)(1⊗ 1) + (a1 ⊗ b1)(α⊗ 1) + · · ·+ (an−1 ⊗ bn−1)(α
n−1 ⊗ 1)

と表すことができるので，{1⊗ 1, α⊗ 1, . . . , αn−1 ⊗ 1}は Z⊗Z Zp 上 OK ⊗Z Zp を生成する．
{1, α, . . . , αn−1}は OK の Z 基底なので

Zn 3 (a0, . . . , an−1) 7→ a0 + a1α+ · · ·+ an−1α
n−1 ∈ OK

は全単射．Zp は平坦 Z 加群なので，(Z⊗Z Zp)n ' Zn ⊗Z Zp → OK ⊗Z Zp も全単射である．従って，同型

(Z⊗Z Zp)n 3


a0 ⊗ b0
a1 ⊗ b1

...
an−1 ⊗ bn−1

 7→ a0


1
0
...
0

⊗ b0 + a1


0
1
...
0

⊗ b1 + · · ·+ an−1


0
...
0
1

⊗ bn−1 ∈ Zn ⊗Z Zp

7→ a0 ⊗ b0 + · · ·+ an−1α
n−1 ⊗ bn−1 ∈ OK ⊗Z Zp

が得られる．よって，ξ = 0 なら ai ⊗ bi = 0 となるので，{1⊗ 1, α⊗ 1, . . . , αn−1 ⊗ 1}は一次独立．

φ(ξ) = φ((a0 ⊗ b0)(1⊗ 1) + (a1 ⊗ b1)(α⊗ 1) + · · ·+ (an−1 ⊗ bn−1)(α
n−1 ⊗ 1))

= φ((a0 ⊗ b0)(1⊗ 1)) + φ((a1 ⊗ b1)(α⊗ 1)) + · · ·+ φ((an−1 ⊗ bn−1)(α
n−1 ⊗ 1))

= φ(a0 ⊗ b0)φ(1⊗ 1) + φ(a1 ⊗ b1)φ(α⊗ 1) + · · ·+ φ(an−1 ⊗ bn−1)φ(α
n−1 ⊗ 1)

= φ(a0 ⊗ b0)φ(1⊗ 1) + φ(a1 ⊗ b1)φ(α⊗ 1) + · · ·+ φ(an−1 ⊗ bn−1)φ(α⊗ 1)n−1.

なので，
φ(ξ) = 0⇔ ξ = 0⇔ ai ⊗ bi = 0⇔ φ(ai ⊗ bi) = 0

となるので，β = φ(α⊗ 1) として {1, β, . . . , βn−1}が Zpn の Zp 基底となる．� �
β = (β1, . . . , βn) ∈ Zpn として，Zpn の Zp 基底が {1, β, . . . , βn−1}であれば det(1, β, . . . , βn−1) ∈ Z×

p� �
証明 {1, β, . . . , βn−1}は Zpn の Zp 基底なので

(1, 0, . . . , 0) = (a
(1)
0 , . . . , a

(1)
n−1)


1 · · · 1
β1 · · · βn

...
β1
n−1 · · · βn

n−1


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となる a
(1)
0 , . . . , a

(1)
n−1 ∈ Zp が存在する．同様にして
1

1
. . .

1

 =


a
(1)
0 · · · a

(1)
n−1

...
a
(n)
0 · · · a

(n)
n−1




1 · · · 1
β1 · · · βn

...
β1
n−1 · · · βn

n−1

 =: AX

となるので，行列式をとって 1 = detAdetX．よって detX ∈ Z×
p ．� �

β1, . . . , βn ∈ Zp (p < n) とすれば i 6= j で βi ≡ βj mod pZp� �
証明 命題 I-9.1.31(1) から |Zp/pZp| = p．β1 − β2, . . . , β1 − βn のうち少なくとも 1 つが ≡ 0，もしくは 1 組
が ≡である．後者の場合はその二つの差が ≡ 0 となり主張を満たす．� �
α ∈ OK，K = Q(α) で，OK が冪基底を持たなければ，(OK ⊗Z Zp : Zp[α]) 6= 1 で，これは p の冪であ
り，(OK : Z[α]) の約数になる� �

証明 (OK ⊗Z Zp : Z[α]⊗Z Zp) = 1 とする．完全系列

0 Z[α] OK OK/Z[α] 0

に対し，Zp は平坦 Z 加群なので，

0 Z[α]⊗Z Zp OK ⊗Z Zp (OK/Z[α])⊗Z Zp 0

も完全．従って，

0 = OK ⊗Z Zp/Z[α]⊗Z Zp ' (OK/Z[α])⊗Z Zp
' (OK/Z[α])⊗Z(p)

Z(p) ⊗Z Zp ' (OK/Z[α])⊗Z(p)
Zp

となる．Zp ' lim←−(Z/p
nZ) ' lim←−(Z(p)/p

nZ(p)) なので，Zp は局所 Noether 環 Z(p) の完備化であり，Z(p) 上
忠実平坦．従って，OK/Z[α] = 0，すなわち OK = Z[α] となり矛盾．

例 2.3.3 と同様に，A = Z，B = OK，M = Z[α]，p = pZ とすれば (Bp :M⊗AAp) = (OK⊗ZZp : Zp[α])．
命題 1.8.9(2) からこれは N (p) = p の冪．主張の後半は命題 1.8.9(1) から従う．

■例 2.3.5� �
K = Q(α)，α の Q 上最小多項式を f(x) ∈ Z[x]，Q2 での f(x) の根を β1, β2, β3 ∈ Z2 とする．この時，
K ⊗Q Q2 ' Q2

3，OK ⊗Z Z2 ' Z2
3 で，α 7→ β1, β2, β3 と対応する� �

証明 Q2 は平坦 Q 加群なので，

K ⊗Q Q2 = Q(α)⊗Q Q2 '
(

Q[x]

(f(x))

)
⊗Q Q2 '

Q[x]⊗Q Q2

(f(x))⊗Q Q2
' Q2[x]/(f(x))

= Q2[x]/((x− β1)(x− β2)(x− β3)) ' Q2[x]/(x− β1)×Q2[x]/(x− β2)×Q2[x]/(x− β3)
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' Q2 ×Q2 ×Q2

である．この同型によって，α⊗ 1 7→ [x]⊗ 1 7→ [x] 7→ ([x], [x], [x]) 7→ (β1, β2, β3) となる．
定理 1.3.23 から 2Z の上にある OK の素イデアルは 3 つであり，それらによる K の完備化を K̂1，その整

数環を Ô1 などと表す．この時，

K ⊗Q Q2 K̂1 × K̂2 × K̂3 Q2
3

α⊗ 1 (φ1(α), φ2(α), φ3(α)) (β1, β2, β3)

'

3

'

3 3

が得られる．追加定理 1.3.4(p.14) から，これを整数環に制限して

OK ⊗Z Z2 Ô1 × Ô2 × Ô3 Z2
3

α⊗ 1 (φ1(α), φ2(α), φ3(α)) (β1, β2, β3)

'

3

'
3 3

となる．� �
OK ⊃ Z[α] なら，奇素数 p に対して (α2 − α)/2 ∈ OK ⊗Z Zp� �

証明 α2 − α ∈ OK である．ordp(1/2) = 0 なので |1/2| = 1，すなわち 1/2 ∈ Zp（定理 I-9.1.26(5)）．よって
(α2 − α)⊗ 1/2 ∈ OK ⊗Z Zp．� �

全ての素数 p に対し γ ⊗ 1 ∈ OK ⊗Z Zp であれば γ ∈ OK� �
証明 pZ の上にある OK の素イデアルを P1, . . .，Pi 進距離による OK の完備化を Ôi とする．定理 1.3.23(2)
から φi : OK ↪→ Ôi として φ : OK ⊗Z Zp 3 x⊗ y 7→ (φ1(x)y, . . .) ∈ Ô1 × · · · なので，φi(γ) ∈ Ôi．よって
全ての p を考えれば，OK の全ての素イデアル P に対し，P 進距離による完備化を Ôとすれば γ ∈ Ô．よっ
て命題 1.2.14 から γ ∈ OK．� �
K = Q(α)，∆K = −503，α3+6α2−α+2 = 0，OK の Z 基底を {1, α, (α2−α)/2}とすれば，x ∈ OK，
K = Q(x) として (OK : Z[x]) が 2 の倍数である� �

証明 p.106 の真ん中の方法と同様に，x の最小多項式を求める．

? m = [a, b − c / 2, c / 2; −c, a + c / 2, b − 7 ∗ c / 2; 7 ∗ c − 2 ∗ b, b − 9 ∗ c / 2, a − 6 ∗ b + 43 ∗ c /
2]

? charpoly(m)
? poldisc(%2)

特性多項式 g(x) は

x3 + (−3a+ (6b− 22c))x2 + (3a2 + (−12b+ 44c)a+ (−b2 + 7cb− 9c2))x
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+ (−a3 + (6b− 22c)a2 + (b2 − 7cb+ 9c2)a+ (2b3 − 9cb2 + 7c2b− 2c3))

で，判別式は

∆(g) = −2012b6 + 30180cb5 − 175547c2b4 + 487910c3b3 − 634283c4b2 + 311860c5b− 50300c6.

系 1.7.5(2)，命題 1.9.9 から

(OK : Z[x])2 =
∆(c)

∆K
= 4b6 + 60cb5 + 349c2b4 − 970c3b3 + 1261c4b2 − 620c5b+ 100c6

≡ c2b2(349b2 + 1261c2) ≡ 0 mod 4

となる．� �
f(x) = x3 + 6x2 − x+ 2，α を f(x) の根，K = Q(α)，A = Z[x]/(f(x)) ' Z[α] とした時，A/503A '
F503[x]/((x− 39)2)× F503[x]/(x+ 84)� �

証明 f(x) ≡ (x− 39)2(x+ 84) mod 503 なので，g(x) ∈ Z[x] (deg g ≤ 2) として自然な全射準同型

A = Z[x]/(f(x)) 3 g(x) + (f(x)) 7→ g(x) + ((x− 39)2(x+ 84)) ∈ F503[x]/((x− 39)2(x+ 84))

の ker は g(x) のうち係数が 503 の倍数の物で代表される：503A．よって準同型定理から A/503A '
F503[x]/((x−39)2(x+84))．−116(x−39)2+116(x−6)(x+84) = −234900 ≡ 1なので，((x−39)2)+(x+84) =

F503[x]．よって中国式剰余定理から

A/503A ' F503[x]/((x− 39)2(x+ 84)) ' F503[x]/((x− 39)2)× F503[x]/(x+ 84).

（503 は (OK : Z[α]) を割らないので，素イデアル分解に関する定理を使った方が早い）

■例 2.3.6
n = 4の場合� �
g(x+ 1) ∈ Z2[x] がモニックな Eisenstein 多項式であれば g(x) = x2 + cx+ d (c ≡ 4, d ≡ 1 mod 8) の
根を γ，F = Q2(γ) とすれば OF = Z2[γ]� �

証明 h(x) = g(x+ 1) とすれば h(x) は Eisenstein 多項式で，その根は γ − 1．Q2(γ) = Q2(γ − 1) は容易に
分かる．Z2, OF はともに完備離散付値環である．従って命題 1.10.7 から F/Q2 は完全分岐で，分岐指数は
2．OF の素イデアルを P とする．ordP (c+ 2) = 2 ord2Z2

(c+ 2) = 2，同様に ordP (c+ d+ 1) = 2 となる．
命題 1.1.3 と h(γ − 1) = 0 から

2 = ordP ((γ − 1)2 + (c+ 2)(γ − 1)) ≥ min{2 ordP (γ − 1), ordP (c+ 2) + ordP (γ − 1) = 2+ ordP (γ − 1)},

ただし 2 ordP (γ − 1) 6= 2+ ordP (γ − 1) すなわち ordP (γ − 1) 6= 2 なら等号が成立．γ − 1 は Z2 上整（実際
h(x) が存在する）なので，ordP (γ − 1) ≥ 0．ordP (γ − 1) = 0 なら 2 = 0 で矛盾．ordP (γ − 1) = 1 は式を
満たす．ordP (γ − 1) ≥ 2 では右辺が 4 以上なので不適．よって ordP (γ − 1) = 1，つまり γ − 1 は OF の素
元となり，再び命題 1.10.7 から OF = Z2[γ − 1] = Z2[γ] となる．
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� �
上の状況で ∆F/Q2

= (4)� �
証明 h(x) = g(x+1) は Q2 上既約なので g(x) も Q2 上既約である（対偶取る）．よって，F = Q2(γ) で γ の
Q2 上最小多項式は g(x) ∈ Z2[x] で，OF = Z2[γ]．∆(g) ≡ 4 mod 8，命題 1.9.9 から ∆F/Q2

(1, γ) = ∆(g)．
よって ordP (∆F/Q2

(1, γ)) = 2 ord2Z2
(∆F/Q2

(1, γ)) = 4．(2) = P 2（分岐指数が 2）なので，∆F/Q2
=

∆F/ZQ,P = P 4 = (22) = (4)．� �
K = Q(α)，α の Q 上最小多項式を f(x) ∈ Z[x] とする．f(x) が Q2 上 (x− β)(x2 + cx+ d)（β ∈ Z2，
x2 + cx + d は Q2 上既約）となり，x2 + cx + d の根を γ，F = Q2(γ) とすれば，Q2 同型として
K ⊗Q Q2 ' Q2 × F で，∆K̂1/Q2

= ∆Q2/Q2
, ∆K̂2/Q2

= ∆F/Q2� �
証明 例 2.3.5 と同様に．Q2 同型

Q(α)⊗Q Q2 ' Q[x]/(x− β)×Q[x]/(x2 + cx+ d) ' Q2 × F

を得る．従って，2Z の上にある OK の素イデアルは 2 つ（p1, p2 とする）で，それらによる K の完備化を
K̂1, K̂2 とする．Q2 同型 K̂1 × K̂2 ' Q2 × F から，Q2 同型 K̂1 ' Q2，K̂2 ' F が得られる．

以下の補題を使えば ∆K̂1/Q2
= ∆Q2/Q2

, ∆K̂2/Q2
= ∆F/Q2

が分かる．� �
追加補題 2.3.1. L/K, M/K を局所体とする．K 同型 φ : L 'M があれば，∆L/K = ∆M/K．� �

証明 L,M における OK =: A の整閉包を B,C とする．命題 1.5.3(2) から A, B, C は完備離散付値環で，
φ(B) = C となる（追加補題 1.3.3, p.13）．それぞれの素イデアルを p, P,P とすると，φ(P ) = P となること
は容易に分かる．命題 I-6.5.8(2) から S = A \ p は A× に含まれ，S ⊂ (B \ P ) ⊂ B×，S ⊂ C× が成立する．
よって Ap = S−1A = A，Bp = B，Cp = C である．
{v1, . . . , vn} を B の A 基底とする（命題 I-8.1.24(3)）．φ は K の元を不変にするので A の元も変えな

い．a1v1 + · · · + anvn = 0 ならば a1 = · · · = an = 0．よって，a1φ(v1) + · · · + anφ(vn) = 0 ならば
a1 = · · · = an = 0 なので {φ(v1), . . . , φ(vn)}はA上一次独立．∀c ∈ C に対し φ−1(c) = a1v1+ · · ·+anvn と
なる a1, . . . ∈ Aが存在する．これを φで写せば c = a1φ(v1)+ · · ·+anφ(vn) となるので，{φ(v1), . . . , φ(vn)}
は C の A 基底となる．

Homal
K(M,K) と Homal

K(L,K) は φ の合成によって 1 対 1 に対応する．σi ∈ Homal
K(M,K) とすれば，

TrM/K(φ(vi)φ(vj)) =
∑
i

σi(φ(vi)φ(vj)) =
∑
i

σi ◦ φ(vi)σi ◦ φ(vj) = TrL/K(vivj).

よって ∆L/K(v1, . . . , vn) = ∆M/K(φ(v1), . . . , φ(vn)) となり，∆L/K,p = ∆M/K,p．以上から，相対判別式は
等しい：∆L/K = ∆M/K．� �
∆K/Q,2 = (4) なら ∆K = ∆(f) = −436 で OK = Z[α]� �
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証明 命題 1.9.9 から∆K/Q(1, α, α
2) = ∆(f) = −436．系 1.7.5(2) から∆K/Q(1, α, α

2) = (OK : Z[α])2∆K．
命題 1.8.5 から ∆K は 4 で割り切れるので，∆K = −436．(OK : Z[α]) = 1 となるので，OK = Z[α]．

n = 6の場合 前半は n = 4 の場合と同様．g(2y + 1) の根を γ と置いたので，f(x) = (x − β)g(x) の根は
β, 2γ + 1．

写像 φはK ↪→ K⊗QQ2 ' Q2×F．この話から，これを整数環に制限すればOK ↪→ OK⊗ZZ2 ' Z2×OF．
したがって，a ∈ K を φ で写した物が Z2 ×OF の元ならば a ∈ OK と言える．
n = 14の場合 g(4y + 1)/16 = y2 + (c+ 2)/4y + (c+ d+ 1)/16 を 2Z2（係数の ord2 は 0）を法として考
えれば x2 + x+ 1 となり，±1 は根にならないので，命題 I-8.1.10 から Z2/2Z2 上既約．命題 I-8.2.1 からこ
れは Z2 上既約．
OF を求める．α = a+ bγ ∈ F (a, b ∈ Q2) が Z2 上整，すなわち α ∈ OF とする．γ の Q2 上共軛を γ と

すれば
TrF/Q2

(γ) = γ + γ = −(c+ 2)/4, NF/Q2
(γ) = γγ = (c+ d+ 1)/16

で ord2(TrF/Q2
) = 0，ord2(NF/Q2

) = 0．また，

A := TrF/Q2
(α) = (a+ bγ) + (a+ bγ) = 2a+ bTrF/Q2

(γ),

B := NF/Q2
(α) = (a+ bγ)(a+ bγ) = a2 + abTrF/Q2

(γ) + b2 NF/Q2
(γ)

とする．命題 I-8.1.19 からA,B ∈ Z2．4B = A2+b2[4NF/Q2
(α)−TrF/Q2

(α)2] ∈ 4Z2 なので b2[4NF/Q2
(α)−

TrF/Q2
(α)2] ∈ Z2．ord2(4NF/Q2

(α)−TrF/Q2
(α)2) = 0 なので ord2(b) ≥ 0，つまり b ∈ Z2（命題 1.1.3，定

理 I-9.1.26(5)）．B の定義式で ord2 を考えて a ∈ Z2．従って，OF ⊂ Z2[γ] であり，OF = Z2[γ]．
y2+(c+2)/4y+(c+d+1)/16 の判別式は≡ 1 mod 4．よって命題 1.9.9 から∆F/Q2

(1, γ) は 2 で割り切れ
ないので，補題 1.8.3 から ∆F/Q2,2 は 2Z2 で割り切れず，∆F/Q2

も 2Z2 で割り切れない．よって，Dedekind
の判別定理から 2Z2 は F/Q2 で不分岐．定理 I-9.1.26(7) から 2Z2 は Z2 の唯一の素イデアルなので F/Q2 は
不分岐拡大．
∆K/Q,2 = ∆Q2/Q2

∆F/Q2
は 2 で割り切れないので，∆K は 2 で割り切れない（命題 1.8.5）．命題 1.9.9 か

ら系 1.7.5(2) から ∆(f) = −5296 = (OK : Z[α])2∆K なので ∆K = −331，(OK : Z[α]) = 4．

■命題 2.3.9 まず，p | aもしくは p | bについてOK⊗ZZp = V ⊗ZZp を証明し，(OK⊗ZZp : V ⊗ZZp) = 1．
次に，p - 3, a, b に対しても同じことが証明できる．

• a が 3 の倍数なら素数 p は上のいずれかに属する．よって命題 1.8.9(1)(3) から (OK : V ) = 1

• a, b が 3 の倍数でなければ，命題 1.8.9(3) から，p 6= 3 については，命題 1.8.9(1) の右辺の因子は 1．
よって命題 1.8.9(1) から (OK : V ) = (OK ⊗Z Z3 : V ⊗Z Z3)

• a2b4 6≡ 1 mod 9 なら (OK ⊗Z Z3 : V ⊗Z Z3) = 1 なので (OK : V ) = 1

• a2b4 ≡ 1 mod 9 なら，命題 1.8.9(2) から (OK ⊗Z Z3 : V ⊗Z Z3) は 3 の冪．∆K/Q,3 = (3) なので
∆K の ord3 は 1．よって，(OK : V ) = 3� �

a, b を平方因子を持たない互いに素な整数，β1 =
3
√
ab2，β2 =

3
√
a2b，K = Q(β1)，V = Z+Zβ1 +Zβ2

として素数 p が a を割り切れば，p は K/Q で完全分岐で OK ⊗Z Zp = V ⊗Z Zp� �
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証明 x3 − ab2 は Eisenstein 多項式なので Q 上既約であり，β1 の Q 上最小多項式となる．これは Qp 上でも
Eisenstein 多項式なので既約であり，[Qp(β1) : Qp] = 3．p の上にある OK の素イデアルによる K の完備化
を K̂1, . . . , K̂g とする．β1 ∈ K ⊂ K̂i なので Qp(β1) ⊂ K̂i となり [K̂i : Qp(β1)] ≥ 1．よって [K̂i : Qp] ≥ 3．
定理 1.3.23(4)(5) から [K̂1 : Qp] + · · ·+ [K̂g : Qp] = 3 なので g = 1．すなわち，pZ の上にあるOK の素イデ
アルは 1 つ．K̂1 を K̂ と書けば，[K̂ : Qp] = 3 で [K̂ : Qp(β1)] = 1．従って，K̂ = Qp(β1)．K̂ の整数環を ÔK
とする．ÔK の極大イデアルを P とすると命題 1.10.7 から K̂/Qp は完全分岐で分岐指数は e(P/pZp) = 3．

よって ordp(a) = 1，ordp(b) = 0 に注意して

3 ordP (β1) = ordP (β13) = ordP (ab2) = 3 ordp(ab2) = 3.

よって ordP (β1) = 1 となり β1 は ÔK の素元．再び命題 1.10.7 から ÔK = Zp[β1]．定理 1.3.23(6) から pZ
の分岐指数は 3 なので，K/Q で完全分岐．
V ⊂ OK なので，V ⊗Z Zp ⊂ OK ⊗Z Zp．b ∈ Z×

p ，β2 = β1
2/b に注意して，テンソル積の普遍性から加群

準同型 φ : V ⊗Z Zp → Zp[β1] を得る（σ : OK ↪→ ÔK）．

V × Zp Zp[β1]

V ⊗Z Zp
φ

(v, c) σ(v)c

v ⊗ c

φ が Zp 代数の同型であることは容易に分かる．定理 1.3.23(2) から同型

Ok ⊗Z Zp 3 v ⊗ c 7→ σ(v)c ∈ ÔK = Zp[β1]

の存在が分かるので，OK ⊗Z Zp = V ⊗Z Zp．� �
a, bを平方因子を持たない互いに素な整数，β1 =

3
√
ab2，β2 =

3
√
a2b，K = Q(β1)，V = Z+Zβ1+Zβ2，

p - 3, a, b なら p は K で不分岐で OK ⊗Z Zp = V ⊗Z Zp� �
証明 命題 2.2.11 から Z(p)[β1] = OK(p)

' OK ⊗Z Z(p)．よって，

OK ⊗Z Zp ' OK ⊗Z Z(p) ⊗Z(p)
Zp ' Z(p)[β1]⊗Z(p)

Zp ' Zp[β1].

これは v ⊗ c 7→ σ(v)c で与えられるので，先程と同様に OK ⊗Z Zp = V ⊗Z Zp．� �
α1

2 ≡ 1 mod 9 の場合．λ の行き先� �
証明 f(x) = (x− γ)(x+ γx+ γ2) である．例 2.3.5 と同様にすれば，次の写像が得られる．

K K ⊗Q Q3 Q3 ×Q3(ωγ)

a0 + a1β1 + a2β1
2 (a0 + a1β1 + a2β1

2)⊗ 1 (a0 + a1γ + a2γ
2, a0 + a1ωγ + a2ω

2γ2)

3

'

3 3

これを整数環に制限すれば，φ : OK ↪→ OK ⊗Z Z3 ' Z3 × Z3[ωγ] である．
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命題 2.4.2

2.4 Qp の 2次拡大
■命題 2.4.2� �
K = Q2(

√
3)，α =

√
3− 1 として，OK = Z2[α]� �

証明 OK の素イデアルを P とする．α の Q2 上最小多項式は Eisenstein 多項式なので，α が OK の素
元であることを証明すれば良い（命題 1.10.7）．K/Q2 は完全分岐で e(P/2Z2) = 2（命題 1.10.7）なので
ordP (2) = 2 ord2(2) = 2．ordP (α) = 0 とする．命題 1.1.3 から ordP (α+2) = 0 なので ordP (α(α+2)) = 0．
しかし，α(α+ 2) = 2 なので，ordP (α(α+ 2)) = 2．よって矛盾．ordP (α) ≥ 2 とする．ordP (α+ 2) ≥ 2 な
ので ordP (α(α+ 2)) ≥ 4．先程と同様に矛盾．よって，ordP (α) = 1 となり示された．

2.5 Qの双 2次拡大
■命題 2.5.2� �
K = Q(

√
a,
√
b) を双 2 次拡大，M = Q(

√
a)，N = Q(

√
b)，p が N/Q で不分岐とする．OK ⊗Z Zp は

Zp 上 Q(
√
a), Q(

√
b) の整数環で生成され，∆K/Q,p = ∆Q(

√
a)/Q,p

2∆Q(
√
b)/Q,p

2� �
証明 S = Z \ pZ ⊂ Z×

p とする．命題 1.3.7 から p は S−1ON/S−1Z でも不分岐．

K = Q(
√
a,
√
b)

M = Q(
√
a) N = Q(

√
b)

Q
unr

Z(p) = S−1Z に対して命題 1.11.14 の適用を考えよう．命題 1.11.14(2) から S−1OK は S−1ON , S−1OM
で生成される．定理 1.11.16(2) の証明と同様に，S−1ON の S−1Z 基底を {v1, v2}，S−1OM の S−1Z 基底
を {w1, w2} とすれば，S−1OK の S−1Z 基底は {v1w1, . . . , v2w2}．同定理 (4) の証明と同様に ∆K/Q,p =

∆N/Q,p
2∆M/Q,p

2 となる．
∀x ∈ S−1OK に対し，xij ∈ S−1Z が存在し，x =

∑
ij xijviwj と表すことができる．y ∈ Zp として，

S−1OK ⊗Z Zp 3 x⊗ y =
∑
ij

(xij ⊗ y)(viwj ⊗ 1)

と表すことができる．x = a/s (a ∈ OK , s ∈ S)，vi = ṽi/si (ṽi ∈ OM , si ∈ S)，wj = w̃j/tj (w̃j ∈ ON , tj ∈ S)
として，

OK ⊗Z Zp 3 a⊗ y/s =
∑
ij

(1⊗ xijy)(ṽiw̃j ⊗ 1/sitj)
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命題 2.6.4

となる．これは，OK ⊗Z Zp の Z⊗Z Zp 基底である．同様に，OM ⊗Z Zp の Z⊗Z Zp 基底として {ṽi⊗ 1/si}，
ON ⊗Z Zp の Z⊗Z Zp 基底として {w̃j ⊗ 1/tj}が取れる．
∆M/Q(1,

√
a) = 4a なので，{1,

√
a} は S−1OM の S−1Z 基底（補題 1.8.3）．S−1ON の S−1Z 基底は

{1,
√
b}となる．この場合は，上での si, tj は 1 として良い．

命題 2.5.4(1) なら {1, (1 +
√
a)/2}が S−1OM の S−1Z 基底になる．

2.6 4次巡回体
■命題 2.6.4 {1, α,

√
d, β} で生成される Z 加群を V とする．∆K/Q(1, α,

√
d, β) = (OK : V )2∆K = 28d3

が成立する（系 1.7.5(2)）．∀p | d に対し，∆K/Q, p = (p3) なので p3 | ∆K．よって (OK : V )2 は 2 の冪乗．
命題 1.8.9 から (OK : V ) =

∏
p(OK ⊗Z Zp : V ⊗Z Zp) となるが，これが 2 の冪乗なので奇素数 p に対しては

(OK ⊗Z Zp : V ⊗Z Zp) = 1．
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第 3章

Minkowskiの定理とその応用

3.2 判別式の評価と類数の有限性
■例 3.2.13 素数 p が pOK = P1 · · ·Pg と素イデアル分解できたとする．命題 1.10.15 から N ((p)) =

N (P1 · · ·Pg) = N (P1) · · · N (Pg)．命題 1.10.17(2) から N ((p)) = NK/Q(p) = p4 なので，N (Pi) は p の冪
乗．OK の素イデアル P の下にある素数 p は一意的に定まるので，今の議論から，N (P ) は素数 p の冪乗で
あり，p の上にある．よって，OK の素イデアル P が N (P ) = 2 を満たすならば 2Z の上にある．

■例 3.2.14 素数 p について，命題 1.10.17(2) から N ((p)) = |NK/Q(p)| = p2．(p) = p1 · · · pt と素イデア
ル分解されるとする．命題 1.10.15 から N ((p)) = N (p1) · · · N (pt)．よって，t = 2 で N (p1) = N (p2) = p．
よって，ノルム 2 の素イデアルは (2) の素イデアル分解に現れる物だけ．
OK = Z[α] のイデアル (2) を素イデアル分解する．準同型

OK 3 a+ bα 7→ a+ bα+ (2) ∈ OK/(2)

は全射．a, b を a, b を 2 で割った余りとする．準同型

OK/(2) 3 a+ bα+ (2) 7→ a+ bx+ (x(x+ 1)) ∈ F2[x]/(x(x+ 1))

7→ (a+ bx+ (x), a+ bx+ (x+ 1)) ∈ F2[x]/(x)× F2[x]/(x+ 1)

7→ (a, a− b) ∈ F2 × F2

は同型．従って，(2) = p1p2 となる．特に，p1, p2 は 2 の上にある．中国式剰余定理から，

OK/(2) 3 a+ bα+ (2) 7→ (a+ bα+ p1, a+ bα+ p2) ∈ OK/p1 ×OK/p2

は同型．以上をまとめて，

OK OK/p1 ×OK/p2 OK/p1 ×OK/p2 F2 × F2

a+ bα (a+ bα+ p1, a+ bα+ p2) (a+ bα+ p1, a+ bα+ p2) (a, a− b)

3 3

'

3 3

となる．最後の同型を φ : OK/p1 ×OK/p2 → F2 × F2 とする．φ が同型なことに注意して，

a+ bα ∈ p1 ⇔ (0, •) ∈ OK/p1 ×OK/p2 ⇔ (0, •) ∈ F2 × F2 ⇔ a = 0⇔ a+ bα ∈ (2, α)



例 3.2.22

なので p1 = (2, α)．同様に，

a+ bα ∈ p2 ⇔ (•, 0) ∈ OK/p1 ×OK/p2 ⇔ (•, 0) ∈ F2 × F2 ⇔ a− b = 0⇔ a+ bα ∈ (2, 1 + α)

なので p2 = (2, 1 + α)．

■例 3.2.22 f(p2/pZ) = 1 なので，[OK/p2 : Fp] = 1．つまり，OK/p2 の完全代表系として {0, . . . , p−1}が
取れる．α ≡ k mod p2 (k ∈ {0, . . . , p−1}) とする．αが p2 を法として平方非剰余なので α 6≡ l2 mod p2 (∀l ∈
{0, . . . , p− 1})．よって k − l2 6∈ p2．p2 は pZ の上にあり，k, l ∈ Z なので k − l2 6∈ pZ．つまり p を法とし
て k は平方非剰余．−α が p2 を法として平方非剰余なので，同様にして，p を法として −k は平方非剰余．系
I-1.11.5 から −1 は p を法として −1 は平方剰余．

離散部分群
Dirichlet の単数定理の証明に使う．*1

追加定義 3.2.1. m ∈ Z>0 とする．Rm の部分集合 S が離散的とは，任意の C ∈ R>0 に対し

#
{
(x1, . . . , xm) ∈ S | max

1≤j≤m
|xj | ≤ C

}
<∞

が成立することである．定義から明らかに，離散的集合の有界部分集合は有限集合となる．� �
追加補題 3.2.2. R の任意の離散的部分群 Γ は ∃γ ∈ Γ によって Γ = Zγ となる．� �

証明 Γ = {0}なら γ = 0 とすればよい．Γ 6= {0}とする．|γ1| > 0 となる γ1 ∈ Γ を取る．Γ は離散的なの
で，|x| ≤ C となる x ∈ Γ は有限個しかない．γ = min{ |x| | x ∈ Γ, 0 < |x| ≤ C }とおく．Zγ が Γ の部分
群であることは明らかなので Zγ ⊂ Γ．
∀x ∈ Γ に対し，q0 = min{ q ∈ Z | q > 0, |x| ≤ q|γ|} が存在する．0 ≤ q0|γ| − |x| < |γ| は明らか．

x, γ ∈ Γ で −x,−γ ∈ Γ なので |x|, |γ| ∈ Γ．よって q0|γ| − |x| ∈ Γ．γ の最小性から，q0|γ| − |x| = 0．よっ
て，|x| ∈ Zγ なので x = ±|x| ∈ Zγ となり Γ ⊂ Zγ．以上から Γ = Zγ．� �
追加補題 3.2.3. Γ 6= {0}を Rm の離散的部分群とすれば，∃γ ∈ Γ \ {0}によって Rγ ∩Γ = Zγ となる．� �

証明 γ0 ∈ Γ \ {0}として，M = {uγ0 ∈ Rm | 0 < u ≤ 1}とおくと，M は有界集合．γ0 ∈ Γ ∩M なので，
Γ ∩M 6= ∅．よって，{u ∈ R | uγ0 ∈ Γ, 0 < u ≤ 1 }も空でない有限集合となり，最小元 u0 が存在する．
γ = u0γ0 とおく．
α ∈ Γ∩Rγ とおくと，α = uγ (u ∈ R) と表される．α−bucγ ∈ Γ は (u−buc)u0γ0 となるが，0 ≤ u−buc < 1

なので 0 ≤ (u−buc)u0γ0 < u0．u0 の最小性から，u−buc = 0 なので，α = bucγ ∈ Zγ となり，Γ∩Rγ ⊂ Zγ．
Γ ∩ Rγ ⊃ Zγ は明らかなので，Γ ∩ Rγ = Zγ．

*1 https://mathematics-pdf.com/pdf/dirichlet_unit_theorem.pdf から必要な部分を取ってきた
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例 3.2.22

Γ を Rm の離散的部分群で γ ∈ Γ \ {0}とする．b1, . . . , bm ∈ Rm を，{γ, b2, . . . , bm}が Rm の R 基底に
なるように取る．m ≥ 2 に対し，R 線形写像 Lγ を

Lγ : Rm 3 x1γ + x2b2 + · · ·+ xmbm 7→ (x2, . . . , xm) ∈ Rm−1

とおく．� �
追加補題 3.2.4. γ ∈ Γ \ {0}に対し，kerLγ = Rγ．� �

証明 α ∈ kerLγ とし，x1, . . . , xm ∈ R によって α = x1γ+x2b2+ · · ·+xmbm とすれば，(x2, . . . , xm) = 0．
つまり，α = x1γ ∈ Rγ なので，kerLγ ⊂ Rγ．kerLγ ⊃ Rγ は明らかなので，kerLγ = Rγ．� �
追加補題 3.2.5. ∀γ ∈ Γ \ {0}に対し，Γ′ = Lγ(Γ) は Rm−1 の離散的部分群．� �

証明 Lγ は線形写像なので，Rm から Rm−1 への（加群の）準同型．よって Γ′ は Rm−1 の部分群．C ∈ R>0

とする．(x2, . . . , xm) ∈ Γ′ とし，

max
2≤j≤m

|xj | ≤ C [3.2.6]

であるとする．Γ′ = Lγ(Γ) なので，∃x1 ∈ R によって x1γ + x2b2 + · · ·+ xmbm ∈ Γ となる．γ ∈ Γ なので

(x1 − bx1c)γ + x2b2 + · · ·+ xmbm = (x1γ + x2b2 + · · ·+ xmbm)− bx1cγ ∈ Γ.

0 ≤ x1 − bx1c < 1 で，(x1 − bx1c)γ + x2b2 + · · ·+ xmbm の Lγ による像は (x2, . . . , xm)．よって，[3.2.6]
を満たす (x2, . . . , xm) の個数は，

x1γ + x2b2 + · · ·+ xmbm (0 ≤ x1 < 1) [3.2.7]

となる Γ の元の個数以下．
一方，γ, b2, . . . , bm ∈ Rm の各成分の絶対値の最大値を C ′ とすれば，[3.2.7] の形の元を (y1, . . . , ym) で表

すとき，|yj | (1 ≤ j ≤ m) の最大値は C ′ + (m− 1)CC ′ 以下．Γ は離散的なので，[3.2.7] の形の元は有限個
しかない．したがって，[3.2.6] を満たす (x2, . . . , xm) ∈ Γ′ も有限個，つまり Γ′ は離散的．� �
追加定理 3.2.8. Rm の任意の離散的部分群 Γ に対し，Γ ' Z⊕s (s ≤ m)．� �

証明 Γ = {0}なら明らかなので，Γ 6= {0}の場合について，Γ の Z 基底 {γ1, . . . , γs}の存在を m に関する
数学的帰納法によって証明する．
m = 1 の時は追加補題 3.2.2 から従う．
m ≥ 2 とし，Rm−1 の任意の離散的部分群に対し，定理の主張が成立すると仮定する．追加補題 3.2.3 から，

Rγ1 ∩ Γ = Zγ1 を満たす γ1 ∈ Γ \ {0}が存在する．L = Lγ1，Γ′ = L(Γ) とおく．追加補題 3.2.5 から，Γ′ は
Rm−1 の離散的部分群．よって，仮定から，Γ′ の Z 基底 {γ′2, . . . , γ′s} (s ≤ m) が存在する．Γ′ = L(Γ) なので
L(γj) = γ′j となる γ1, . . . , γs ∈ Γ が存在する．n1, . . . , ns ∈ Z とし，n1γ1+ · · ·+nsγs = 0 と仮定する．この
時，n2γ′2 + · · ·+nsγ

′
s = L(n1γ1 + · · ·+nsγs) = 0．{γ′2, . . . , γ′s}は Γ′ の Z 基底なので，n2 = · · · = ns = 0．

さらに，γ1 6= 0 なので，n1 = 0．よって，{γ1, . . . , γs}は Z 上一次独立．
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定理 3.3.1

α ∈ Γ とすると，L(α) ∈ Γ′ なので ∃n2, . . . , ns ∈ Z によって L = n2γ
′
2+· · ·+nsγ′s = L(n2γ2+· · ·+nsγs)．

よって，L(α − (n2γ2 + · · · + nsγs)) = 0，つまり α − (n2γ2 + · · · + nsγs) ∈ kerL ∩ Γ．追加補題 3.2.4
から，kerL = Rγ1 なので，kerL ∩ Γ = Rγ1 ∩ Γ = Zγ1（追加補題 3.2.4）．よって，∃n1 ∈ Z によって
α− (n2γ2 + · · ·+ nsγs) = n1γ1，つまり α = n1γ1 + · · ·+ nsγs．よって，{γ1, . . . , γs}は Γ の Z 基底．� �
追加補題 3.2.9. ∀i = 1, . . . , n に対し |σi(α)| < C となるような α ∈ OK は有限個しかない� �

証明 {w1, . . . , wn}をOK の整基底とする．∀α ∈ OK は x1, . . . , xn ∈ Z によって α = x1w1 + · · ·+xnwn と
表すことができる．

P =

σ1(w1) · · · σ1(wn)
...

. . .
...

σn(w1) · · · σn(wn)

 , α =

σ1(α)...
σ1(α)

 , x =

x1...
xn


とすれば，α = Px．P は正則なので，x = P−1α．P−1 = (pij) とおき，C1 を pij のうち最大のものとす
る．i = 1, . . . , n に対して

|xi| = |pi1σ1(α) + · · ·+ pinσn(α)| ≤ |pi1||σ1(α)|+ · · ·+ |pin||σn(α)| ≤ nc1C

なので，このような xi は有限個しか存在しない．

3.3 Dirichletの単数定理
■定理 3.3.1 φ の構成．φ : O×

K → H は積を和にする：φ(ε1ε2) = φ(ε1) + φ(ε2)．O×
K は乗法群で H は R

加群．
p.163 の真ん中らへんの段落から．r = r1 + r2 − 1 ≤ 1 とする．φ(ε1), . . . , φ(εr) が一次独立な条件の元で

φ(O×
K) が Rr の離散的部分群であることを証明する．φ(O×

K) が Rr の部分加群なのは明らか．C ∈ R>0 を考
える．ε ∈ OK を |logσi(ε)| (1 ≤ j ≤ r) の最大値が C 以下になるように取る．この条件は i = 1, . . . , r に対
し e−C ≤ |σi(ε) ≤ eC が成立することと同値．r2 > 0 の時，j = 1, . . . , r2 に対し |σr1+r2+j(ε)| = |σr1+j(ε)|
なので，i 6= r1 + r2, n に対し e−C ≤ |σi(ε) ≤ eC が成立する．1 =

∣∣NK/Q(ε)
∣∣ =∏n

i=1|σi(ε)|なので，

|σr1+r2(ε)||σn(ε)| =
∏

1≤j≤n
i 6=r1+r2,n

1

|σi(ε)|
< e(n−2)C .

よって，|σr1+r2(ε)| = |σn(ε)| < e(n−2)C/2．したがって，r2 > 0 なら i = 1, . . . , r に対して |σi(ε)| < eC が
成立．
r2 = 0 なら r = r1 − 1 = n − 1 なので i = 1, . . . , n − 1 に対して e−C ≤ |σi(ε) ≤ eC．1 =

∣∣NK/Q(ε)
∣∣ =∏n

i=1|σi(ε)|なので，

|σn(ε)| =
n−1∏
i=1

1

|σi(ε)|
< e(n−1)C .

よって r2 = 0 でも i = 1, . . . , r に対して |σi(ε)| < eC が成立．
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定理 3.3.1

∀i = 1, . . . , n に対し |σi(α)| < eC を満たす OK の元は有限個しかない（追加補題 3.2.9）．よって，φ(O×
K)

は離散的．よって，離散部分群の追加定理 3.2.8 から，φ(O×
K) ' Z⊕s (s ≤ r)．また，{φ(ε1), . . . , φ(εr)}は

R 上一次独立なので，Z 上一次独立．よって，s = r となり，φ(O×
K) ' Z⊕r．

また，K に含まれる 1 の冪根を RK とすれば，kerφ = RK なので，O×
K = Z⊕r ⊕RK．つまり，O×

K の元
は 1 の冪根と基本単数 ε1, . . . , εr の冪乗の積の形になる．
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第 4章

円分体

4.1 円分体の整数環 II� �
追加補題 4.1.1. 判別式について� �

証明 f(x) の根を α1, . . . , αn とする．f(x) = (x− α1) · · · (x− αn) となる．

f ′(αi) = (αi − α1) · · · (αi − αi−1)(αi − αi+1) · · · (αi − αn)

なので，

∆(f) =
∏
i<j

(αi − αj)2 =
∏
i 6=j

(−1)n(n−1)/2(αi − αj) =
n∏
i=1

f ′(αi).

■命題 4.1.1� �
fk(x) の判別式は 単数×

∏
(ζpk

i−j − 1)（ただし，0 < i 6= j < pk, p - i, j）� �
証明

S =
{
i
∣∣ 0 < i < pk, gcd(i, p) = 1

}
=
{
i+ jp

∣∣ 1 ≤ i ≤ p− 1; 0 ≤ j ≤ pk−1 − 1
}

とおく．#S = (p− 1)pk−1．fk(x) の判別式は∏
i<j∈S

(
ζpk

i − ζpk j
)2

= (−1)#S(#S−1)/2
∏

i 6=j∈S

ζpk
j
(
ζpk

i−j − 1
)

= (−1)#S(#S−1)/2
∏

i 6=j∈S

ζpk
j
∏

i 6=j∈S

(
ζpk

i−j − 1
)
.

まず，1 つ目の積から考える．ζpk
j (j ∈ S) は fk(x) の異なる根なので，これらの積は fk(x) の定数項と（符

号を除いて）等しい．よって，
ζ :=

∏
j∈S

ζpk
j = (−1)#S .



補題 4.4.3

また，
∏
i 6=j∈S ζpk

j を計算する際は，i, j ∈ S の条件で積を求めてから，i = j ∈ S の項で割れば良い：

∏
i 6=j∈S

ζpk
j =

 ∏
i=j∈S

ζpk
j

−1 ∏
i,j∈S

ζpk
j = ζ−1

∏
i∈S

∏
j∈S

ζpk
j = ζ−1

∏
i∈S

ζ = ζ#S−1 = (−1)#S(#S−1) = 1.

よって，
∆(fk) = (−1)#S(#S−1)/2

∏
i 6=j∈S

(
ζpk

i−j − 1
)
.

� �
fk の判別式は p の冪� �

証明

fk(x) = x(p−1)pk−1

+ x(p−2)pk−1

+ · · ·+ xp
k−1

+ 1 =
xp

k−1

xpk−1 − 1

なので，

ti := f ′k(ζpk
i) = pk

ζpk
i(pk−1)

ζpk ip
k−1 − 1

= pk
ζpk

i(pk−1)

ζpi − 1
.

fk(x) の判別式は (−1)#S(#S−1)/2
∏
i∈S ti に等しい（追加補題 4.1.1）．まず，

∏
i∈S p

k = pk(p−1)pk−1．∏
i∈S ζpk

i(pk−1) = ζp
k−1 = (−1)(pk−1)#S = 1．ζp

i − 1 (i = 1, . . . , p− 1) は xp−1 + pxp−2 + · · ·+ p の異な
る根なので，

∏p−1
i=1 (ζp

i − 1) = (−1)p−1p = p．よって，
∏
i∈S ζp

i − 1 =
∏p−1
i=1 (ζp

i − 1)p
k−1

= pp
k−1．

以上から，
∆(fk) = (−1)#S(#S−1)/2p(kp−k−1)pk−1

.

∆(fk) > 0 となるのは，#S = (p− 1)pk−1 が 4 の倍数のとき．これは，奇素数 p に対しては，p ≡ 1 mod 4

のとき．p = 2 に対しては 2k = 8, 16, . . .．

4.4 Kronecker-Weberの定理
■補題 4.4.3� �

Q(ζpn) の p の上にある素イデアル p による完備化は Qp(ζpn)� �
証明 円分多項式 Φp(x) の xp−1 係数は 1，定数項は p．1 ≤ s ≤ p− 2 に対し，xs の係数は

p−1−s∑
k=0

(
s+ k

s

)
=

p−1−s∑
k=0

(
s+ k − 1

s− 1

)
+

p−1−s∑
k=0

(
s+ k − 1

s

)

= −
(
p− 1

s− 1

)
+

p−1−(s−1)∑
k=0

(
(s− 1) + k

s− 1

)
+

p−2−s∑
k=0

(
s+ k

s

)
であるので，

p−1−(s−1)∑
k=0

(
(s− 1) + k

s− 1

)
=

(
p− 1

s− 1

)
+

(
p− 1

s

)
=

(
p

s

)
.
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定理 4.4.2

この式の左辺が xs−1 の係数であることに注意すれば，xs の係数は
(
p
s+1

)
と分かる．また，s = 0, p− 1 でも

この式は成立するので，

Φp(x+ 1) =

p−1∑
k=0

(
p

s+ 1

)
xs.

特に，Φp(x+ 1) は Eisenstein 多項式．I-p.282 から

Φpn(x) =
xp

n − 1

Φ1 · · ·Φpn−1

=
xp

n−1 − 1

Φ1(x) · · ·Φpn−2

xp
n − 1

(xpn−1 − 1)Φpn−1

= Φpn−1

Φp(x
pn−1

)

Φpn−1(x)
= Φp(x

pn−1

).

上の結果と合わせて，Φpn(x + 1) は p についての Eisenstein 多項式．したがって，Qp 上でも既約であり，
[Qp(ζpn) : Qp] = pn − pn−1．

p.172 の議論と同様に進める．N = pn − pn−1 = [Q(ζpn) : Q]，p = (ζpn − 1) とおく．pO = pN なので，p

は p の上にある素イデアルで，e(p/p) = N で f(p/p) = 1．また，p は p の上にある唯一の素イデアル（定理
1.3.23）．Q(ζpn) の p による完備化を Q̂(ζpn) とおく．先程の議論から，

[Q̂(ζpn) : Qp] = N, f(Q̂(ζpn)/Qp) = 1, e(Q̂(ζpn)/Qp) = N.

Q̂(ζpn)/Qp は Qp の上にあり，ζpn を含むので，[Q̂(ζpn) : Qp(ζpn)] ≥ 1．上の結果と併せて，[Q̂(ζpn) :

Qp(ζpn)] = 1．よって示せた．
これを使えば，Qp(ζpep ) における Qp の最大不分岐拡大は Qp（p.181，2 段落目）なので，Q(ζpep ) におけ

る Q の最大不分岐拡大は Q となる．� �
Qp(ζn)/Qp で p - n は不分岐� �

証明 定理 4.1.2(2) から Q(ζn) の判別式は pで割り切れない．よって，Dedekind の判別定理から pは Q(ζn)/Q
で不分岐．p の上にある Z[ζn] の素イデアルで Q(ζn) を完備化した体を K̂ をとすれば，K̂/Qp で p は不分岐

（定理 1.3.23(6)）．Qp(ζn) ⊂ K̂ なので，Qp(ζn)/Qp でも p は不分岐（命題 1.3.5(1)）．

■定理 4.4.2� �
有限次 Abel 拡大は次数が素数冪の巡回拡大の合成である� �

証明 L/K を有限次 Abel 拡大，有限 Abel 群の基本定理から位数が素数冪の巡回群 C1, . . . , Cr があり，
Gal(L/K) ' C1 × · · · × Cr．Gi = C1 × · · ·Ci−1 × {1} × Ci+1 × · · · × Cr，Gi の不変体を Li とする．
L1 · · ·Lr は L1, . . . , Lr を含む最小の L の部分体．Galois の基本定理から，これに対応する Gal(L/K) の部
分群は G1, . . . , Gr に含まれる最大のもの．これは G1 ∩ · · · ∩ Gr = {1G}．従って，L1 · · ·Lr = L となる．
[L : L1] = #Gi = #C1 · · ·#Ci−1#Ci+1 · · ·#Cr なので，[L1 : K] = #C1．従って Li は K の素数冪次の巡
回拡大．� �

Gal(N/Q2) ' (Z/2Z)4 となる N は存在しない� �
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定理 4.4.2

証明 [N : Q2] = 16 なので，[N : M ] = 8 となる中間体 M が存在する．Gal(N/M) と同型な (Z/2Z)4 の部
分群は位数が 8 であり，このような部分群は次の 15 個存在する*1．したがって，Q2 の 2 次拡大が 15 個存在
することになり矛盾（命題 2.4.2）．� �
H と H1 の構成（Galois 群が (Z/4Z)3 と同型になる Q2 の有限次拡大 N が存在しないことを証明する
部分）� �

証明 Galois 群 Gal(N/Q2(
√
−1)) を同型で写した，(Z/4Z)3 の部分群を H とする．[N : Q2(

√
−1)] = 32

なので |H| = 32．H は位数 4 の元 2 つと位数 2 の元 1 つで生成されることが容易に分かる．α，β，γ を
位数 4 の元として，H の生成系は {α, β, 2γ} と表すことができる．H の任意の元は自然数 a, b, c によって
aα+ bβ + 2cγ と書ける．
aα + bβ + 2cγ = 0，A = (α, β, 2γ) ∈ M3(Z) とする．detA = 0 なら {α, β, 2γ} は線形従属となり，
〈α, β, 2γ〉は位数が 32 未満となるので矛盾．従って detA 6= 0 であり，(a, b, c) = (0, 0, 0)．つまり，{α, β, 2γ}
は線形独立．従って ∀h ∈ H に対し，h = aα+ bβ + 2cγ となる (a, b, c) が一意に定まる．これを (a, b, 2c) と
表すことにする．(a, b, 4c) で表される元は aα+ bβ + 4cγ = aα+ bβ なので，〈α, β〉 ' (Z/4Z)2．これを H1

と書けば，(Z/4Z)4/H1 ' Z/4Z．

*1 ./src/4_4_2.py
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第 5章

Gauss和・Jacobi和と有限体上の方程式

5.2 Gauss和の応用
■補題 5.2.6� �
N(xn = a) = |G/G1|� �

証明 定理 I-7.4.10 から F×
p 巡回群であるので，g で生成されるとする．n - p − 1 なら F×

p = (F×
p )

n．実際，
i = gα，j = gβ，1 ≤ α < β ≤ p − 1，in = jn とすれば，gnβ − gnα = gnα(gn(β−α) − 1) = 0 となるが，
p− 1 - n(β − α) なので，i = j となる．従って，N(xn = 1) = 1．

他方，n | p− 1，p− 1 = nk とする．(F×
p )

k = {1, gk, . . . , g(n−1)k}である．i, j を xn = a の解，さらに，
i = gα，j = gβ，0 ≤ α < β ≤ p− 1 とする．a = in = jn なので，gn(β−α) = 1，従って (p− 1)l = n(β−α)
となる l が存在する．kl = β − α なので，j = iβ/α = i1+kl/α = i× gkl ∈ i(F×

p )
k．従って，xn = a の解は全

て F×
p /(F×

p )
k の同値類に属する．

逆に，in = a ならば，i(F×
p )

k の全ての元は xn = a を満たす．従って，N(xn = a) = |(F×
p )

k| = n．

5.5 不定方程式 3x3 + 4y3 + 5z3 = 0

■定理 5.5.1� �
P | I1, I2 ならば P = P2 もしくは P = P3� �

証明 OK の類数は 1 なので，P = (β) となる β ∈ OK があり，β | 3α2x2, 12y2 となる．x2, y2 は互いに素な
ので，ax2 + by2 = 1 となる整数 a, b が存在するので，β | 12α2 であることが分かる．従って，β = 2 − α，
β = 3+ 2α+ α2 もしくは β = α である．(α) = p1 · · · pt と素イデアル分解されたとする．piZ = pi ∩Z とお
く．命題 1.10.13，命題 1.0.14 から NK/Q((α)) = pf11 · · · ptft = (NK/Q(α)) = (6)．したがって，p1 = 2, p2 = 3

となり，2 の上にある唯一の素イデアル，P3 は 3 の上にある唯一の素イデアルなので，(α) = P2P3．
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第 6章

2次体の整数論

6.1 2次体の基本単数
■定理 6.1.4 D > 1（ただし ≡ 0, 1 mod 4）を与えると，Pell 方程式 x2 −Dy2 = ±4 及び θ が決まる．b, c

を θ2+ bθ+ c = 0 となるように定める．θ は簡約な 2 次実無理数なので（命題 6.1.33），連分数展開が可能（命
題 6.1.29）：θ = [k0, k1, . . . , kn−1, θ]．これによって最小整数解 ε = (x1 + y1

√
D)/2 を定める（命題 6.1.33）．

εl は Pell 方程式の解であり（命題 6.1.35），Pell 方程式の解は εl の形である（系 6.1.39）．

■系 6.1.39� �
t = u の場合� �

証明 (x, y) が Pell 方程式の解で(
x−by

2 −cy
y x+by

2

)
=

(
r s
t u

)
=

(
s+ 1 s
1 1

)
であるとする．x = s+ 2，y = 1，b = −s なので θ = (−b+

√
D)/2 = (s+

√
D)/2 となる．θ = [s, 1, θ] な

ので，q0 = 0，q1 = 1，q2 = 1 である，従って，

x1 + y1
√
D

2
= q2θ + q1 = θ + 1 =

s+ 2 +
√
D

2
=
x+ y

√
D

2

となり，主張が従う．

6.2 2次体の類数
■定理 6.2.1 虚 2 次体では狭義のイデアル類とイデアル類が一致するので，イデアル類と Sym2

prim,D(Z2) の
正の同値類は

α = (α1, α2) 7→ fα, ax2 + bxy + cy2 7→

〈
a,
−b+

√
D

2

〉

によって 1 対 1 に対応する（定理 6.2.14）．系 6.2.29 から Sym2
prim,D(Z2) の異なる簡約 2 次形式は対等にな

らない．また，証明から Sym2
prim,D(Z2) の任意の元は簡約 2 次形式と正に対等であることが分かる．従って，



定理 6.2.2

Sym2
prim,D(Z2) の正の同値類の完全代表系として簡約 2 次形式を取ることができる．よって，K の類数は簡

約 2 次形式の係数の組み合わせの数に等しい．

■定理 6.2.2 イデアル類群と判別式 D の 2 次実無理数の対等による同値類 YD と 1 対 1 に対応する（定理
6.2.19）．判別式 D の 2 次実無理数は (−b+

√
D)/2a の形である．全ての判別式 D の 2 次実無理数は判別式

D の簡約な 2 次実無理数と対等である（系）ので，YD の完全代表系を判別式 D の簡約な 2 次実無理数から
選ぶことができる．あとは，判別式 D の簡約な 2 次実無理数のうち，対等である（すなわち連分数展開に於
いて循環節が一致する：命題 6.2.31）ものを同一視すれば，YD の完全代表系が得られる．また，判別式 D の
2 次実無理数 (−b +

√
D)/2a が簡約であることは，これを第 1 根に持つ 2 次形式 ax2 + bxy + cy2 が簡約形

式であることと同値（命題 6.2.21）．従って，類数を求める際は，判別式 D の簡約 2 次形式の係数のみを考え
れば良い．
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