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Part I

Feynman Diagrams and Quantum
Electrodynamics



Fourier変換

Fourier変換

場の Fourier変換は xxiのように

φ(x) =

∫
d4k

(2π)4
e−ik·xφ(k), φ(k) =

∫
d4x eik·xφ(x)

と定める．Fermionの場合は

ψ(p) =

∫
d4x eip·xψ(x), ψ̄(p) =

∫
d4x e−ip·xψ̄(x)

とする*1．Propagatorは

ψ(p)ψ̄(q) =

∫
d4x eip·x

∫
d4y e−iq·xψ(x)ψ̄(y)

=

∫
d4x eip·x

∫
d4y e−iq·y

∫
d4k

(2π)4
i/k

k2
e−ik·(x−y)

=
i/p

p2
(2π)4 δ(4)(p− q).

(4.47)より e−ipx は位置 xに運動量 pが入るものとする (e.g. (4.47), p. 507)．

*1 ψ̄(p)は ψ(p)の Hermite共役に対し右から γ0 をかけたもの

10
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Chapter 2

The Klein-Gordon Field

2.4 The Klein-Gordon Field in spacetime

(2.52)

積分 ∫ ∞
−∞

dp
peipr√
p2 +m2

を計算する．複素平面では，1/
√
p2 +m2 は p = ±im に極をもち，[±im,±∞) を載線 (branch cut) に取

れる．

Re p

Im p

O

im

branch cutの左右で p2 +m2 の偏角は 2π 異なるので，
√
p2 +m2 の偏角は π 異なる．すなわち，左右で被

積分函数の符号は入れ替わる．
次の経路で，積分値は 0．

Re p

Im p

O



(2.52)

大きい円弧に沿った積分は 0なので，結局，

Re p

Im p

O

=

Re p

Im p

O

左側と右側の積分は逆向きで，被積分函数の符号が逆なので，積分値は等しい．従って，p = iρとすれば，∫ ∞
−∞

= 2

∫ i∞

im

dp = 2i

∫ ∞
m

dρ

となる．

12
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Chapter 3

The Dirac Field

Problems

Problem 3.4: The Quantized Majorana Field

Majoranaフェルミオンのモード展開は次式で与えられる：

χ =

∫
d3p

(2π)3

√
(pσ)

2Ep

∑
s

(
aspξ

se−ipx − iσ2as†p ξ
seipx

)
,

χ† =

∫
d3p

(2π)3

√
1

2Ep

∑
s

(
as†p ξ

s†eipx + iaspξ
s†σ2e−ipx

)√
(pσ),

χ∗ =

∫
d3p

(2π)3

√
(pσ∗)

2Ep

∑
s

(
as†p ξ

seipx − iσ2aspξ
se−ipx

)
,

χ> =

∫
d3p

(2π)3

√
1

2Ep

∑
s

(
aspξ

s†e−ipx + ias†p ξ
s†σ2eipx

)√
(pσ>),

(σ ·∇)χ =

∫
d3p

(2π)3
i(p · σ)

√
(pσ)

2Ep

∑
s

(
aspξ

se−ipx + iσ2as†p ξ
seipx

)
.

ハミルトニアンは

HMajorana =

∫
d3x

(
∂L
∂χ̇

χ̇− L
)

=

∫
d3x

[
iχ†σ ·∇χ+

im

2
(χ†σ2χ∗ − χ>σ2χ)

]
. [3.0.1]

[3.0.1]第１項（e±p0t は省略）は∫
d3x iχ†σ ·∇χ

=

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
−1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
ar†p ξ

r†eipx + iarpξ
r†σ2e−ipx

)
×
√

(pσ)(q · σ)
√
(qσ)

(
asqξ

se−iqx + iσ2as†q ξ
seiqx

)
=

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
−1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
ar†p ξ

r†eipx
)√

(pσ)(q · σ)
√
(qσ)

(
asqξ

se−iqx
)

+

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
−1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
ar†p ξ

r†eipx
)√

(pσ)(q · σ)
√

(qσ)
(
iσ2as†q ξ

seiqx
)
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+

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
−1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
iarpξ

r†σ2e−ipx
)√

(pσ)(q · σ)
√

(qσ)
(
asqξ

se−iqx
)

+

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
−1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
iarpξ

r†σ2e−ipx
)√

(pσ)(q · σ)
√

(qσ)
(
iσ2as†q ξ

seiqx
)

=

∫
d3p

(2π)3
−1

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s
p × ξr†

√
(pσ)(p · σ)

√
(pσ)ξs

+

∫
d3p

(2π)3
i

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s†
−p × ξr†

√
(pσ)(p · σ)

√
(pσ̄)σ2ξs

+

∫
d3p

(2π)3
i

2Ep

∑
r,s

arpa
s
−p × ξr†σ2

√
(pσ)(p · σ)

√
(pσ̄)ξs

+

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

arpa
s†
p × ξr†σ2

√
(pσ)(p · σ)

√
(pσ)σ2ξs

である．
√
(pσ)などを明示的に書くと

√
(pσ) =

Ep +m− p · σ√
2(Ep +m)

,
√
(pσ̄) =

Ep +m+ p · σ√
2(Ep +m)

となるので， √
(pσ)(p · σ)

√
(pσ) = Ep(p · σ)− |p|2,√

(pσ)(p · σ)
√

(pσ̄)σ2 = m(p · σ)σ2,

σ2
√
(pσ)(p · σ)

√
(pσ̄) = mσ2(p · σ),

σ2
√

(pσ)(p · σ)
√
(pσ)σ2 = −Ep(p · σ∗)− |p|2.

従って，第１項を引き続き計算して

=

∫
d3p

(2π)3
−1

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s
p × ξr†

[
Ep(p · σ)− |p|2

]
ξs [3.0.2]

+

∫
d3p

(2π)3
i

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s†
−p × ξr†

[
m(p · σ)σ2

]
ξs [3.0.3]

+

∫
d3p

(2π)3
i

2Ep

∑
r,s

arpa
s
−p × ξr†

[
mσ2(p · σ)

]
ξs [3.0.4]

+

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

arpa
s†
p × ξr†

[
−Ep(p · σ∗)− |p|2

]
ξs [3.0.5]

となる．
[3.0.1]の第２項．

im

2

∫
d3xχ†σ2χ∗

=
im

2

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
ar†p ξ

r†eipx + iarpξ
r†σ2e−ipx

)
×
√
(pσ)σ2

√
(qσ∗)

(
as†q ξ

seiqx − iσ2asqξ
se−iqx

)
14
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=
im

2

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
ar†p ξ

r†eipx + iarpξ
r†σ2e−ipx

)
×
√
(pσ)

√
(qσ̄)σ2

(
as†q ξ

seiqx − iσ2asqξ
se−iqx

)
=
im

2

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
ar†p ξ

r†eipx
)√

(pσ)
√
(qσ̄)σ2

(
as†q ξ

seiqx
)

+
im

2

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
ar†p ξ

r†eipx
)√

(pσ)
√
(qσ̄)σ2

(
−iσ2asqξ

se−iqx
)

+
im

2

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
iarpξ

r†σ2e−ipx
)√

(pσ)
√

(qσ̄)σ2
(
as†q ξ

seiqx
)

+
im

2

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
iarpξ

r†σ2e−ipx
)√

(pσ)
√

(qσ̄)σ2
(
−iσ2asqξ

se−iqx
)

=
im

2

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s†
−p × ξr†

√
(pσ)

√
(pσ)σ2ξs

+
im

2

∫
d3p

(2π)3
−i
2Ep

∑
r,s

ar†p a
s
p × ξr†

√
(pσ)

√
(pσ̄)ξs

+
im

2

∫
d3p

(2π)3
i

2Ep

∑
r,s

arpa
s†
p × ξr†σ2

√
(pσ)

√
(pσ̄)σ2ξs

+
im

2

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

arpa
s
−p × ξr†σ2

√
(pσ)

√
(pσ)ξs

に
√
(pσ)

√
(pσ̄) = mなどを代入して，

=
im

2

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s†
−p × ξr†

[
(pσ)σ2

]
ξs [3.0.6]

+
im

2

∫
d3p

(2π)3
−im
2Ep

∑
r,s

ar†p a
s
p × ξr†ξs [3.0.7]

+
im

2

∫
d3p

(2π)3
im

2Ep

∑
r,s

arpa
s†
p × ξr†ξs [3.0.8]

+
im

2

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

arpa
s
−p × ξr†σ2(pσ)ξs [3.0.9]

を得る．
[3.0.1]の第３項．

− im

2

∫
d3xχ>σ2χ

= − im
2

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
arpξ

r†e−ipx + iar†p ξ
r†σ2eipx

)
×
√

(pσ>)σ2
√
(qσ)

(
asqξ

se−iqx − iσ2as†q ξ
seiqx

)
= − im

2

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
arpξ

r†e−ipx + iar†p ξ
r†σ2eipx

)
× σ2

√
(pσ̄)

√
(qσ)

(
asqξ

se−iqx − iσ2as†q ξ
seiqx

)
15
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= − im
2

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
arpξ

r†e−ipx
)
σ2
√
(pσ̄)

√
(qσ)

(
asqξ

se−iqx
)

− im

2

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
arpξ

r†e−ipx
)
σ2
√
(pσ̄)

√
(qσ)

(
−iσ2as†q ξ

seiqx
)

− im

2

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
iar†p ξ

r†σ2eipx
)
σ2
√
(pσ̄)

√
(qσ)

(
asqξ

se−iqx
)

− im

2

∫
d3x

∫
d3p d3q

(2π)6
1√

2Ep2Eq

∑
r,s

(
iar†p ξ

r†σ2eipx
)
σ2
√
(pσ̄)

√
(qσ)

(
−iσ2as†q ξ

seiqx
)

= − im
2

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

arpa
s
−p × ξr†σ2

√
(pσ̄)

√
(pσ̄)ξs

− im

2

∫
d3p

(2π)3
−i
2Ep

∑
r,s

arpa
s†
p × ξr†σ2

√
(pσ̄)

√
(pσ)σ2ξs

− im

2

∫
d3p

(2π)3
i

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s
p × ξr†σ2σ2

√
(pσ̄)

√
(pσ)ξs

− im

2

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s†
−p × ξr†σ2σ2

√
(pσ̄)

√
(pσ̄)σ2ξs

となるので，

= − im
2

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

arpa
s
−p × ξr†

[
σ2(pσ̄)

]
ξs [3.0.10]

− im

2

∫
d3p

(2π)3
−im
2Ep

∑
r,s

arpa
s†
p × ξr†ξs [3.0.11]

− im

2

∫
d3p

(2π)3
im

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s
p × ξr†ξs [3.0.12]

− im

2

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s†
−p × ξr†

[
(pσ̄)σ2

]
ξs [3.0.13]

を得る．
ar†p a

s
p の項は次のようになる：

[3.0.2] + [3.0.7] + [3.0.12]

=

∫
d3p

(2π)3
−1

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s
p × ξr†

[
Ep(p · σ)− |p|2

]
ξs

+
im

2

∫
d3p

(2π)3
−im
2Ep

∑
r,s

ar†p a
s
p × ξr†ξs

− im

2

∫
d3p

(2π)3
im

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s
p × ξr†ξs

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s
p × ξr†

[
−Ep(p · σ) + |p|2

]
ξs +

∫
d3p

(2π)3
m2

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s
p × ξr†ξs

=

∫
d3p

(2π)3
|p|2 +m2

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s
p × ξr†ξs −

∫
d3p

(2π)3
1

2

∑
r,s

ar†p a
s
p × ξr†(p · σ)ξs

16
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=

∫
d3p

(2π)3
Ep

2

∑
r,s

ar†p a
s
pδ
rs −

∫
d3p

(2π)3
1

2

∑
r,s

ar†p a
s
p × ξr†(p · σ)ξs

=

∫
d3p

(2π)3
Ep

2

∑
s

as†p a
s
p [3.0.14]

（最後の式変形では被積分函数が奇函数であることを使った）．arpas†p の項は次のようになる：

[3.0.5] + [3.0.8] + [3.0.11]

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

arpa
s†
p × ξr†

[
−Ep(p · σ∗)− |p|2

]
ξs

+
im

2

∫
d3p

(2π)3
im

2Ep

∑
r,s

arpa
s†
p × ξr†ξs

− im

2

∫
d3p

(2π)3
−im
2Ep

∑
r,s

arpa
s†
p × ξr†ξs

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

arpa
s†
p × ξr†

[
−Ep(p · σ∗)− |p|2

]
ξs −

∫
d3p

(2π)3
m2

2Ep

∑
r,s

arpa
s†
p × ξr†ξs

= −
∫

d3p

(2π)3
|p|2 +m2

2Ep

∑
r,s

arpa
s†
p × ξr†ξs −

∫
d3p

(2π)3
1

2

∑
r,s

arpa
s†
p × ξr†(p · σ∗)ξs

= −
∫

d3p

(2π)3
Ep

2

∑
r,s

arpa
s†
p δ

rs −
∫

d3p

(2π)3
1

2

∑
r,s

arpa
s†
p × ξr†(p · σ∗)ξs

= −
∫

d3p

(2π)3
Ep

2

∑
s

aspa
s†
p [3.0.15]

（最後の式変形では被積分函数が奇函数であることを使った）．ar†p a
s†
−p の項は次のようになる：

[3.0.3] + [3.0.6] + [3.0.13]

=

∫
d3p

(2π)3
i

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s†
−p × ξr†

[
m(p · σ)σ2

]
ξs

+
im

2

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s†
−p × ξr†

[
(pσ)σ2

]
ξs

− im

2

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

ar†p a
s†
−p × ξr†

[
(pσ̄)σ2

]
ξs

= 0. [3.0.16]

arpa
s
−p の項は次のようになる：

[3.0.4] + [3.0.9] + [3.0.10]

=

∫
d3p

(2π)3
i

2Ep

∑
r,s

arpa
s
−p × ξr†

[
mσ2(p · σ)

]
ξs

+
im

2

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

arpa
s
−p × ξr†σ2(pσ)ξs

− im

2

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
r,s

arpa
s
−p × ξr†

[
σ2(pσ̄)

]
ξs

17
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= 0. [3.0.17]

[3.0.14][3.0.15][3.0.16][3.0.17]から，

HMajorana =

∫
d3p

(2π)3
Ep

2

∑
s

as†p a
s
p −

∫
d3p

(2π)3
Ep

2

∑
s

aspa
s†
p

=

∫
d3p

(2π)3
Ep

∑
s

as†p a
s
p

となる（最後の計算では，発散する定数を無視した）．これは Dirac場のハミルトニアン

HDirac =

∫
d3p

(2π)3
Ep

∑
s

(
as†p a

s
p + bs†p b

s
p

)
の半分である．

18
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Chapter 4

Interacting Fields and Feynman Diagrams

Problems

Problem 4.3: Linear sigma model

(d)
ポテンシャルは

V = −1

2
µ2Φ ·Φ+

λ

4
(Φ ·Φ)2 − aΦN

で与えられる．V が Φi = 0で極小となる v を求める．

∂V

∂Φi
= (−µ2 + λΦ ·Φ)Φi − aδiN

に Φi = 0 (1 ≤ i ≤ N − 1), ΦN = v を代入して，

(−µ2 + λv2)vδiN − aδiN = 0.

aは十分小さいので，
v =

µ√
λ
+

a

2µ2

であり，
ΦN =

µ√
λ
+ σ +

a

2µ2
.

V の表式は

V = −1

2
µ2Φ ·Φ+

λ

4
(Φ ·Φ)2 − aΦN

= −µ
2

2

{
π · π +

(
µ√
λ
+ σ +

a

2µ2

)2
}

+
λ

4

{
π · π +

(
µ√
λ
+ σ +

a

2µ2

)2
}2

− a

(
µ√
λ
+ σ +

a

2µ2

)

' −µ
2

2

{
π · π +

(
µ√
λ
+ σ

)2

+ 2

(
µ√
λ
+ σ

)
a

2µ2

}

+
λ

4

{π · π +

(
µ√
λ
+ σ

)2
}2

+ 2

{
π · π +

(
µ√
λ
+ σ

)2
}
2

(
µ√
λ
+ σ

)
a

2µ2


− a

(
µ√
λ
+ σ

)
.



Problem 4.3: Linear sigma model | (d)

aを含まない項を先に計算する（これは (b)で計算した）：

V0 = −µ
2

2

{
π · π +

(
µ√
λ
+ σ

)2
}

+
λ

4

{
π · π +

(
µ√
λ
+ σ

)2
}2

= −µ
2

2
(π · π)− µ2

2

(
µ2

λ
+ 2

µ√
λ
σ + σ2

)
+
λ

4

{
(π · π) +

(
µ2

λ
+ 2

µ√
λ
σ + σ2

)}2

= −µ
2

2
(π · π)− µ2

2

(
µ2

λ
+ 2

µ√
λ
σ + σ2

)
+
λ

4

{
(π · π) + 2(π · π)

(
µ2

λ
+ 2

µ√
λ
σ + σ2

)
+

(
µ2

λ
+ 2

µ√
λ
σ + σ2

)2
}

= −µ
2

2
(π · π)− µ4

2λ
− µ3

√
λ
σ − µ2

2
σ2

+
λ

4
(π · π)2 + µ2

2
(π · π) +

√
λµ(π · π)σ +

λ

2
(π · π)σ2

+
µ4

4λ
+ µ2σ2 +

λ

4
σ4 +

µ3

√
λ
σ +

1

2
µ2σ2 +

√
λµσ3

= −µ
4

4λ
+
√
λµσ3 + µ2σ2 +

λ

4
σ4 +

λ

4
(π · π)2 +

√
λµ(π · π)σ +

λ

2
(π · π)σ2.

次に，aを含む項を計算する：

Va = −µ2

(
µ√
λ
+ σ

)
a

2µ2
+ λ

{
π · π +

(
µ√
λ
+ σ

)2
}(

µ√
λ
+ σ

)
a

2µ2
− a

(
µ√
λ
+ σ

)
= a

(
µ√
λ
+ σ

){
−3

2
+

λ

2µ2

(
π · π +

µ2

λ
+ 2

µ√
λ
σ + σ2

)}
= a

(
µ√
λ
+ σ

)
λ

2µ2

(
π · π − 2

µ2

λ
+ 2

µ√
λ
σ + σ2

)
.

以上から

V = V0 + Va

=
1

2

(
2µ2 +

3a
√
λ

µ

)
σ2 +

1

2

a
√
λ

µ
(π · π)

+

(√
λµ+

aλ

2µ2

)
(π · π)σ +

(√
λµ+

aλ

2µ2

)
σ3 +

λ

4
(π · π)2 + λ

2
(π · π)σ2 +

λ

4
σ4

+ const.

質量は

mσ
2 = 2µ2 +

3a
√
λ

µ
, mπ

2 =
a
√
λ

µ
.

propagatorは

=

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −mσ
2 + iε

e−ip(x−y),

=

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −mπ
2 + iε

e−ip(x−y)δij .
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Problem 4.3: Linear sigma model | (d)

vertex factorは

ji

= −2i

(√
λµ+

aλ

2µ2

)
δij

= −6i

(√
λµ+

aλ

2µ2

)

k

j

l

i

= −2iλ
(
δijδkl + δilδjk + δikδjl

)

ji

= −2iλδij

= −6iλ

で与えられる．
T 行列要素

T =

〈
pk3p

l
4

∣∣∣∣T exp
(
−
∫
d4xHint

) ∣∣∣∣ pi1pj2〉
を計算する．
まず，2次の展開を考える：∑

m,n

〈
0

∣∣∣∣ akp3
alp4

(−i)2

2!
(
√
λµ)2

∫
d4xd4y N{πm(y)πm(y)σ(y)πn(x)πn(x)σ(x)}ai†p1

aj†p2

∣∣∣∣ 0〉 .
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Problem 4.3: Linear sigma model | (d)

p2p1

q

p3 p4

j

x

i

y

k l

上図に対応する項は 4通り存在し，xと y の交換を考慮に入れて，

− 4λµ2

∫
d4xd4y ei(p3+p4)y

∫
d4q

(2π4)

ieiq(y−x)

q2 −mσ
2
e−i(p1+p2)xδijδkl

= −4λµ2

∫
d4q

(2π4)

1

q2 −mσ
2

∫
d4y ei(p3+p4−q)y

∫
d4x e−i(p1+p2−q)xδijδkl

= −(2π)44iλµ2

∫
d4q

q2 −mσ
2
δ(4)(p3 + p4 − q) δ(4)(p1 + p2 − q)δijδkl

=
−4λµ2

(p1 + p2)2 −mσ
2
δijδkli(2π)4 δ(4)(p1 + p2 − p3 − p4).

p1

p3

q

p4

p2
i

k l

j

この場合は
−4λµ2

(p1 − p3)2 −mσ
2
δikδjli(2π)4 δ(4)(p1 + p2 − p3 − p4).

i

k

j

l

p1 p2

q

p4p3

この場合は
−4λµ2

(p1 − p4)2 −mσ
2
δilδjki(2π)4 δ(4)(p1 + p2 − p3 − p4).

p3 p2

p4

p1

k

j

l

i
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Problem 4.3: Linear sigma model | (d)

この場合は
−2iλ

(
δijδkl + δilδjk + δikδjl

)
i(2π)4 δ(4)(p1 + p2 − p3 − p4).

∆V によってmσ
2 6= 2µ2 となったので，pi → 0の極限でも，これらの和は 0とならない．
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Chapter 5

Elementary Processes of Quantum
Electrodynamics

5.2 e+e− → µ+µ−: Helicity Structure

(5.28)

Dirac方程式の解は (A.19)で与えられる：

us(p) =

(√
p · σξs

√
p · σξs

)
, vs(p) =

( √
p · σηs

−
√
p · σηs

)
.

高エネルギー極限では (A.20)のように，

us(p) ≈
√
2E

(
1
2 (1− p̂ · σ)ξs
1
2 (1 + p̂ · σ)ξs

)
, vs(p) ≈

√
2E

(
1
2 (1− p̂ · σ)ηs

− 1
2 (1 + p̂ · σ)ηs

)
.

� �
電子の spinorは ξ = >(1, 0)が +z (σ3ξ = +ξ)．陽電子の spinorは η = >(0, 1)が +z（電子と逆）(p.
61)� �� �
2成分の spinor ξ が (p̂ · σ)ξ = +ξ を満たすとき helicityを右と定義する．陽電子の場合は spinorと粒
子の spinが逆なので，helicityも逆になる (p. 142, 144)� �
電子は z 方向の spin上向きなので，spinorは ξ = >(1, 0)．p̂ = (0, 0, 1)の向きに進むので，helicityは右．

p̂ · σ = σ3 なので，

u ≈
√
2E

(
1
2 (1− p̂ · σ)ξ
1
2 (1 + p̂ · σ)ξ

)
=

√
2E


0
0
1
0

 .

陽電子は z 方向の粒子 spinが上向きなので，spinorは η = >(0, 1)．p̂ = (0, 0,−1)の向きに進むので，粒



5.5. COMPTON SCATTERING

子 helicityは左．p̂ · σ = −σ3 なので，

v ≈
√
2E

(
1
2 (1− p̂ · σ)η

− 1
2 (1 + p̂ · σ)η

)
=

√
2E


0
0
0
−1

 .

5.5 Compton Scattering

(5.99)

入射電子は −z の向きに進み，helicityは右とする．z 方向の spin下向きなので

p̂ = (0, 0,−1), ξ =

(
0
1

)
, u(p) =

√
2E


0
0
0
1

 .

(5.97)が非零となるのは散乱電子 u†(p′)の第 3, 4成分が非零，すなわち helicityが右の場合．さらに，電子
は +z 側に散乱される (Figure 5.6)ので，ξ† = (1, 0)である．

Problems

Problem 5.4: Positronium lifetime

[4]を簡略化した．

対消滅の不変振幅（0次）
e−e+ → 2γ の過程を考える．

p1

k1

p1 − k1

k2

p2

e− e+

+

e− e+

p1
p2

p1 − k2

k2k1

対消滅の不変振幅を運動量 pの 0次までの精度で求める．

pµ1 = (E, 0), pµ2 = (E, 0), kµ1 = (E,k), kµ2 = (E,−k), |k| = E.

光子の偏極は次のようにおく：

εµ±(k1) = εµ1± = (0, ε1), ε1 · k1 = 0, εµ±(k2) = εµ2± = (0, ε2), ε2 · k = 0.

スピノルは次のように近似される：

u(p1) =

(√
σ · p1ξ√
σ · p1ξ

)
≈

√
m

(
ξ
ξ

)
, v(p2) =

( √
σ · p2η

−
√
σ · p2η

)
≈

√
m

(
η
−η

)
. [5.5.1]
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Problem 5.4: Positronium lifetime | 対消滅の不変振幅（0次）

さらに，

p1 · k1 = E2 ≈ m2, p1 · k2 = E2 ≈ m2, (p1 · k1)(p1 · k2) ≈ m4.

Dirac方程式から次を得る：

(/p1 +m)/ε
∗
1u(p1) = 2(p1 · ε∗1)u(p1)− /ε

∗
1(/p1 −m)u(p1) = 0,

(/p1 +m)/ε
∗
2u(p1) = 2(p1 · ε∗2)u(p1)− /ε

∗
2(/p1 −m)u(p1) = 0.

従って，不変振幅は

iM = −ie2v(p2)

[
/ε
∗
2

/p1 − /k1 +m

(p1 − k1)2 −m2
/ε
∗
1 + /ε

∗
1

/p1 − /k2 +m

(p1 − k2)2 −m2
/ε
∗
2

]
u(p1)

= −ie2v(p2)

[
/ε
∗
2

−/p1 + /k1 −m

2p1 · k1
/ε
∗
1 + /ε

∗
1

−/p1 + /k2 −m

2p1 · k2
/ε
∗
2

]
u(p1)

= −ie
2

2
v(p2)

[
/ε
∗
2
/k1/ε
∗
1

m2
+

/ε
∗
1
/k2/ε
∗
2

m2

]
u(p1)

= −i e
2

2m2
v(p2)

[
/ε
∗
2
/k1/ε
∗
1 + /ε

∗
1
/k2/ε
∗
2

]
u(p1)

[5.5.2]

となる．[· · · ]を計算するが，まず次の式を示しておく：

/a/b/c = aµbνcρ

(
0 σµ

σµ 0

)(
0 σν

σν 0

)(
0 σρ

σρ 0

)
= aµbνcρ

(
0 σµσνσρ

σµσνσρ 0

)
=

(
0 (a · σ)(b · σ)(c · σ)

(a · σ)(b · σ)(c · σ) 0

)
.

[5.5.2]の [· · · ]のうち 3つのガンマ行列を含む項は

[
/ε
∗
2
/k1/ε
∗
1 + /ε

∗
1
/k2/ε
∗
2

]
=

(
0 (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)

(ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ) 0

)
+

(
0 (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ)

(ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ) 0

)
=

(
0 (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)

(ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ) 0

)
+

(
0 (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ)

(ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ) 0

)
=:

(
0 m2B+

m2B+ 0

)
.

以上から

iM = −i e
2

2m4
v(p2)

(
0 −2m2A+m2B+ − (p · k)B−

2m2A+m2B+ − (p · k)B− 0

)
u(p1) [5.5.3]

となる．各項の定義は

B+ = (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)
B+ = (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ).

[5.5.4]
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Problem 5.4: Positronium lifetime | Sポジトロニウムの構成

(σ · a)(σ · b) = a · b+ iσ · (a× b)から

(ε∗1 · σ)(k · σ)(ε∗2 · σ) = [ε∗1 · k + iσ · (ε∗1 × k)](ε∗2 · σ)
= iσ · (ε∗1 × k)(ε∗2 · σ)
= i(ε∗1 × k) · ε∗2 − σ · [(ε∗1 × k)× ε∗2]

= i(ε∗2 × ε∗1) · k − σ · [(ε∗1 · ε∗2)k − (k · ε∗2)ε∗1]
= −i(ε∗1 × ε∗2) · k − (σ · k)(ε∗1 · ε∗2)

(ε∗2 · σ)(k · σ)(ε∗1 · σ) = i(ε∗1 × ε∗2) · k − (σ · k)(ε∗1 · ε∗2)

となる．従って，

B+ −B+ = (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)
− (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ)− (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)
= (ε∗1 · σ)(k2 · (σ − σ))(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ)(k1 · (σ − σ))(ε∗1 · σ)
= −2(ε∗1 · σ)(k · σ)(ε∗2 · σ) + 2(ε∗2 · σ)(k · σ)(ε∗1 · σ)
= 4i(ε∗1 × ε∗2) · k,

[5.5.5]

[5.5.3]に [5.5.1]を代入して，[5.5.5]を使えば，

iM(e−s e
+
r → 2γ) = −i e

2

2m2
v(p2)

(
0 B+

B+ 0

)
u(p1)

= −i e
2

2m

(
ηr† −ηr†

)(0 1
1 0

)(
0 B+

B+ 0

)(
ξs

ξs

)
= i

e2

2m
ηr†(B+ −B+)ξ

s

= −2e2

m
(ε∗1 × ε∗2) · k(ηr†ξs)

[5.5.6]

となる．
ここで，各スピノルは (3.135)(3.136)から

ξ↑ =

(
1
0

)
, ξ↓ =

(
0
1

)
, η↑ =

(
0
1

)
, η↓ =

(
−1
0

)
[5.5.7]

で与えられる．ラベルは全て電子・陽電子のスピンを表す．

Sポジトロニウムの構成
束縛状態の式 (5.43)

|B〉 =
√
2M

∫
d3k

(2π)3
ψ̃(k)

1√
2m

1√
2m

|k ↑,−k ↑〉

を角運動量を考慮した形に拡張する．すなわち，スピン S，軌道角運動量 l，全角運動量 J，全角運動量の射影
M の状態 |2S+1lJ ;M〉を構成しよう*1．これには，スピンの射影が Sz で軌道角運動量の射影がM −SZ =: m

*1 スピンは粒子の内在的な量なので，電子のスピン，陽電子のスピンを足す．それに対し軌道角運動量は粒子の相対運動に起因する
ので，電子と陽電子について和を取ることは行わない
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Problem 5.4: Positronium lifetime | Sポジトロニウムの構成

の状態を Clebash-Gordan係数 〈lS;mSz|lS; JM〉によって足せば良い：

|2S+1lJ ;M〉 =
√
2M

∫
d3p

(2π)3

S∑
Sz=−S

〈lS;mSz|lS; JM〉 ψ̃lm(p) |S, Sz〉p [5.5.8]

（ただし，慣例に従い l = 0は S，l = 1は P などと表記する）．なお，電子の運動量は p，陽電子の運動量は
−pとする．換算質量はm/2なので，相対運動量は pである．

+

1/2, s

−

1/2, r

l,m

（電子と陽電子の合計）スピン S，射影 Sz，相対運動量 pの状態 |S, Sz〉p は，スピン射影 sで運動量 pの電
子と，スピン射影 r := Sz − sで運動量 pの陽電子の線形結合で表せる：

|S, Sz〉p =
∑
s

〈
1

2

1

2
; sr

∣∣∣∣ 12 12 ;SSz
〉 ∣∣∣∣12 , s

〉
p

∣∣∣∣12 , r
〉
−p

=
∑
s

〈
1

2

1

2
; sr

∣∣∣∣ 12 12 ;SSz
〉

1√
2m

1√
2m

as†p b
r†
−p |0〉 .

まず，S 状態 (l = 0)のポジトロニウムについて考える（m = 0なのでM = Sz）．|1S0; 0〉は J =M = 0,
S = Sz = 0なのでスピンは singlet：

|1S0; 0〉 = 2
√
m

∫
d3p

(2π)3
ψ̃00(p)

1√
2m

1√
2m

|p ↑,−p ↓〉 − |p ↓,−p ↑〉√
2

. [5.5.9]

|3S1; 0〉は J = 1, M = 0, S = 1, Sz = 0なのでスピンは triplet：

|3S1; 0〉 = 2
√
m

∫
d3p

(2π)3
ψ̃00(p)

1√
2m

1√
2m

|p ↑,−p ↓〉+ |p ↓,−p ↑〉√
2

.

|3S1; 1〉は J = 1, M = 1, S = 1, Sz = 1なのでスピンは triplet：

|3S1; 1〉 = 2
√
m

∫
d3p

(2π)3
ψ̃00(p)

1√
2m

1√
2m

|p ↑,−p ↑〉 .

|3S1;−1〉は J = 1, M = −1, S = 1, Sz = −1なのでスピンは triplet：

|3S1;−1〉 = 2
√
m

∫
d3p

(2π)3
ψ̃00(p)

1√
2m

1√
2m

|p ↓,−p ↓〉 .
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Problem 5.4: Positronium lifetime | Sポジトロニウムの崩壊

Sポジトロニウムの崩壊
不変振幅Mの定義 (4.73)に注意して，[5.5.6][5.5.7][5.5.9]から

iM(1S0 → 2γ) = 2
√
m

∫
d3p

(2π)3
ψ̃00(p)

1

2m

iM(e−↑ e
+
↓ → 2γ)− iM(e−↓ e

+
↑ → 2γ)

√
2

= 2
√
m

∫
d3p

(2π)3
ψ̃00(p)

1

2m

(
−2e2

m

)
(ε∗1 × ε∗2) · k

η↓†ξ↑ − η↑†ξ↓√
2

= 2
√
m

∫
d3p

(2π)3
ψ̃00(p)

1

2m

(
−2e2

m

)
(ε∗1 × ε∗2) · k

−2√
2

= 2
√
m

∫
d3p

(2π)3
ψ̃00(p)

1

2m

(
−2e2

m

)
(ε∗1 × ε∗2) · k

−2√
2

= 2
√
2

e2

m
√
m
(ε∗1 × ε∗2) · k

∫
d3p

(2π)3
ψ̃00(p)

= 2
√
2

e2

m
√
m
(ε∗1 × ε∗2) · kψ00(0).

[5.5.10]

(A.26)から ∑
polarization

εµ∗εν → −gµν

なので，

|(ε∗1 × ε∗2) · k|2 =
∑
pol 1

∑
pol 2

∑
ijklmn

εijkεi∗1 ε
j∗
2 k

kεlmnεl1ε
m
2 k

n

→
∑

ijklmn

εijkεlmngilgjmkkkn

=
∑
klmn

εlmkεlmnkkkn

=
∑
lmn

εlmnεlmnknkn

= 2|k|2 = 2E2 ≈ 2m2

[5.5.11]

を得る．
n = 1の場合*2を考える．

ψ100 = R10(r)Y00(θ, φ) =
1√
4π

2

a03/2
exp

(
− r

2a0

)
なので，

|ψ100(0)|2 =
m3α3

8π
. [5.5.12]

[5.5.10][5.5.11][5.5.12]から

∑
polarization

|M(11S0 → 2γ)|2 = 8
e4

m3
2m2m

3α3

8π
= 32πm2α5. [5.5.13]

*2 換算質量はm/2なので，Bohr半径 a0 = 2/αm
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Problem 5.4: Positronium lifetime | 対消滅の不変振幅（1次）

(4.86)から

Γ(11S0 → 2γ) =
1

2

1

4m

∫
d3k1
(2π)3

d3k2
(2π)3

1

4E1E2
|M(1S0 → 2γ)|2(2π)4 δ(4)(k1 + k2 − p1 − p2)

=
1

8m

∫
d3k1
(2π)2

1

4|k1|2
32πm2α5

δ(2E1 − 2m)

= πmα54π

∫
d|k1|
(2π)2

1

2
δ(|k1| −m)

=
mα5

2

（出てくる光子は区別できないので，1/2倍する）．
[5.5.10]と同様に考えれば，

η↑†ξ↑ = 0,
η↑†ξ↓ + η↓†ξ↑√

2
= 0, η↓†ξ↓ = 0

なので，M(3S1 → 2γ) = 0であることが分かる．すなわち，スピン 1の 13S は 2光子に崩壊しない．

対消滅の不変振幅（1次）
対消滅の不変振幅を運動量 pの 1次までの精度で求める．

pµ1 = (E,p), pµ2 = (E,−p), kµ1 = (E,k), kµ2 = (E,−k).

光子の偏極は次のようにおく：

εµ±(k1) = εµ1± = (0, ε1), ε1 · k1 = 0, εµ±(k2) = εµ2± = (0, ε2), ε2 · k2 = 0.

スピノルは次のように近似される：

u(p1) =

(√
σ · p1ξ√
σ · p1ξ

)
≈

√
m


(
1− σ · p

2m

)
ξ(

1 +
σ · p
2m

)
ξ

, v(p2) =

( √
σ · p2η

−
√
σ · p2η

)
≈

√
m


(
1 +

σ · p
2m

)
η

−
(
1− σ · p

2m

)
η

 .

[5.5.14]

さらに，

p1 · k1 = E2 − p · k ≈ m2 − p · k,
p1 · k2 = E2 + p · k ≈ m2 + p · k,

(p1 · k1)(p1 · k2) ≈ m4.

Dirac方程式から次を得る：

(/p1 +m)/ε
∗
1u(p1) = 2(p1 · ε∗1)u(p1)− /ε

∗
1(/p1 −m)u(p1) = 2(p1 · ε∗1)u(p1),

(/p1 +m)/ε
∗
2u(p1) = 2(p1 · ε∗2)u(p1)− /ε

∗
2(/p1 −m)u(p1) = 2(p1 · ε∗2)u(p1).
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従って，不変振幅は

iM = −ie2v(p2)

[
/ε
∗
2

/p1 − /k1 +m

(p1 − k1)2 −m2
/ε
∗
1 + /ε

∗
1

/p1 − /k2 +m

(p1 − k2)2 −m2
/ε
∗
2

]
u(p1)

= −ie2v(p2)

[
/ε
∗
2

−/p1 + /k1 −m

2p1 · k1
/ε
∗
1 + /ε

∗
1

−/p1 + /k2 −m

2p1 · k2
/ε
∗
2

]
u(p1)

= −ie
2

2
v(p2)

[
/ε
∗
2
/k1/ε
∗
1 − 2(p1 · ε∗1)/ε

∗
2

m2 − p · k
+

/ε
∗
1
/k2/ε
∗
2 − 2(p1 · ε∗2)/ε

∗
1

m2 + p · k

]
u(p1)

= −i e
2

2m4
v(p2)

[
(m2 + p · k)(/ε∗2/k1/ε

∗
1 − 2(p1 · ε∗1)/ε

∗
2) + (m2 − p · k)(/ε∗1/k2/ε

∗
2 − 2(p1 · ε∗2)/ε

∗
1)
]
u(p1)

[5.5.15]

となる．[· · · ]を計算するが，まず次の式を示しておく：

/a/b/c = aµbνcρ

(
0 σµ

σµ 0

)(
0 σν

σν 0

)(
0 σρ

σρ 0

)
= aµbνcρ

(
0 σµσνσρ

σµσνσρ 0

)
=

(
0 (a · σ)(b · σ)(c · σ)

(a · σ)(b · σ)(c · σ) 0

)
.

[5.5.15]の [· · · ]のうちm2 と 1つのガンマ行列を含む項は

− 2m2(p1 · ε∗1)/ε
∗
2 − 2m2(p1 · ε∗2)/ε

∗
1

= −2m2(p1 · ε∗1)
(

0 ε∗2 · σ
ε∗2 · σ 0

)
− 2m2(p1 · ε∗2)

(
0 ε∗1 · σ

ε∗1 · σ 0

)
= −2m2(p · ε∗1)

(
0 ε∗2 · σ

−ε∗2 · σ 0

)
− 2m2(p · ε∗2)

(
0 ε∗1 · σ

−ε∗1 · σ 0

)
= −2m2

(
0 (p · ε∗1)(ε∗2 · σ) + (p · ε∗2)(ε∗1 · σ)

−(p · ε∗1)(ε∗2 · σ)− (p · ε∗2)(ε∗1 · σ) 0

)
=:

(
0 −2m2A

2m2A 0

)
.

[5.5.15]の [· · · ]のうちm2 と 3つのガンマ行列を含む項は

m2
[
/ε
∗
2
/k1/ε
∗
1 + /ε

∗
1
/k2/ε
∗
2

]
= m2

(
0 (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)

(ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ) 0

)
+m2

(
0 (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ)

(ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ) 0

)
= m2

(
0 (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)

(ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ) 0

)
+m2

(
0 (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ)

(ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ) 0

)
=:

(
0 m2B+

m2B+ 0

)
.

[5.5.15]の [· · · ]のうち p · kと 3つのガンマ行列を含む項は

p · k
[
/ε
∗
2
/k1/ε
∗
1 − /ε

∗
1
/k2/ε
∗
2

]
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= p · k
(

0 (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)
(ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ) 0

)
− p · k

(
0 (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ)

(ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ) 0

)
= p · k

(
0 (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)

(ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ) 0

)
− p · k

(
0 (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ)

(ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ) 0

)
=:

(
0 −(p · k)B−

−(p · k)B− 0

)
.

[5.5.15]の残りの項は運動量の 2乗なので無視する：

− 2(p · k)(p1 · ε∗1)/ε
∗
2 + 2(p · k)(p1 · ε∗2)/ε

∗
1

= −2(p · k)(p1 · ε∗1)
(

0 ε∗2 · σ
ε∗2 · σ 0

)
+ 2(p · k)(p1 · ε∗2)

(
0 ε∗1 · σ

ε∗1 · σ 0

)
= −2(p · k)(p · ε∗1)

(
0 ε∗2 · σ

−ε∗2 · σ 0

)
+ 2(p · k)(p · ε∗2)

(
0 ε∗1 · σ

−ε∗1 · σ 0

)
= −2(p · k)

(
0 (p · ε∗1)(ε∗2 · σ)− (p · ε∗2)(ε∗1 · σ)

−(p · ε∗1)(ε∗2 · σ) + (p · ε∗2)(ε∗1 · σ) 0

)
≈ 0.

以上から

iM = −i e
2

2m4
v(p2)

(
0 −2m2A+m2B+ − (p · k)B−

2m2A+m2B+ − (p · k)B− 0

)
u(p1) [5.5.16]

となる．各項の定義は

A = (p · ε∗1)(ε∗2 · σ) + (p · ε∗2)(ε∗1 · σ)
B± = (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ)± (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)
B± = (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ)± (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ).

[5.5.17]

(σ · a)(σ · b) = a · b+ iσ · (a× b)から

(ε∗1 · σ)(k · σ)(ε∗2 · σ) = [ε∗1 · k + iσ · (ε∗1 × k)](ε∗2 · σ)
= iσ · (ε∗1 × k)(ε∗2 · σ)
= i(ε∗1 × k) · ε∗2 − σ · [(ε∗1 × k)× ε∗2]

= i(ε∗2 × ε∗1) · k − σ · [(ε∗1 · ε∗2)k − (k · ε∗2)ε∗1]
= −i(ε∗1 × ε∗2) · k − (σ · k)(ε∗1 · ε∗2)

(ε∗2 · σ)(k · σ)(ε∗1 · σ) = i(ε∗1 × ε∗2) · k − (σ · k)(ε∗1 · ε∗2)
(ε∗1 · σ)(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ)(ε∗1 · σ) = 2ε∗1 · ε∗2
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となる．従って，

B+ −B+ = (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)
− (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ)− (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)
= (ε∗1 · σ)(k2 · (σ − σ))(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ)(k1 · (σ − σ))(ε∗1 · σ)
= −2(ε∗1 · σ)(k · σ)(ε∗2 · σ) + 2(ε∗2 · σ)(k · σ)(ε∗1 · σ)
= 4i(ε∗1 × ε∗2) · k,

B− −B− = (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ)− (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)
− (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)
= (ε∗1 · σ)(k2 · (σ − σ))(ε∗2 · σ)− (ε∗2 · σ)(k1 · (σ − σ))(ε∗1 · σ)
= 2(ε∗1 · σ)(k · σ)(ε∗2 · σ) + 2(ε∗2 · σ)(k · σ)(ε∗1 · σ)
= −4(σ · k)(ε∗1 · ε∗2),

B+ +B+ = (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)
+ (ε∗1 · σ)(k2 · σ)(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ)(k1 · σ)(ε∗1 · σ)
= 2E(ε∗1 · σ)(ε∗2 · σ) + 2E(ε∗2 · σ)(ε∗1 · σ)
≈ 2m(ε∗1 · σ)(ε∗2 · σ) + 2m(ε∗2 · σ)(ε∗1 · σ)
= 4mε∗1 · ε∗2.

[5.5.18]

[5.5.16]に [5.5.14]を代入して，[5.5.18]を使えば，

iM(e−s e
+
r → 2γ)

= −i e
2

2m4
v(p2)

(
0 −2m2A+m2B+ − (p · k)B−

2m2A+m2B+ − (p · k)B− 0

)
u(p1)

= −i e
2

2m3

(
ηr†
(
1 +

σ · p
2m

)
−ηr†

(
1− σ · p

2m

))(
0 1
1 0

)

×
(

0 −2m2A+m2B+ − (p · k)B−
2m2A+m2B+ − (p · k)B− 0

)
(
1− σ · p

2m

)
ξs(

1 +
σ · p
2m

)
ξs


= i

e2

2m3
ηr†
(
1− σ · p

2m

) [
−2m2A+m2B+ − (p · k)B−

] (
1 +

σ · p
2m

)
ξs

− i
e2

2m3
ηr†
(
1 +

σ · p
2m

) [
2m2A+m2B+ − (p · k)B−

] (
1− σ · p

2m

)
ξs

≈ i
e2

2m3
ηr†
{
−2m2A+m2B+ − (p · k)B− +

m

2
[B+,σ · p]

}
ξs

− i
e2

2m3
ηr†
{
2m2A+m2B+ − (p · k)B− − m

2
[B+,σ · p]

}
ξs

= i
e2

2m3
ηr†
{
−4m2A+m2(B+ −B+) + (p · k)(B− −B−) +

m

2
[B+ +B+,σ · p]

}
ξs

= −i2e
2

m
ηr†
[
(p · ε∗1)(ε∗2 · σ) + (p · ε∗2)(ε∗1 · σ)− i(ε∗1 × ε∗2) · k +

1

m2
(p · k)(σ · k)(ε∗1 · ε∗2)

]
ξs

となる．
ここで，

iM(1)j = −i2e
2

m
ηr†
[
εj∗1 (ε∗2 · σ) + εj∗2 (ε∗1 · σ) +

kj

m2
(σ · k)(ε∗1 · ε∗2)

]
ξs [5.5.19]
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とおけば，

iM(e−s e
+
r → 2γ) = iM(0) +

∑
j

pjiM(1)j [5.5.20]

とかける．

3P0 ポジトロニウムの構成
|3P0; 0〉は [5.5.8]で S = 1, l = 1, J = 0, M = 0なので

|3P0; 0〉 =
√
2M

∫
d3p

(2π)3

1∑
m=−1

〈1, 1;m,−m|1, 1; 00〉 ψ̃1,m
1√
2m

1√
2m

|1,−m〉

=
1√
3m

∫
d3p

(2π)3

[
ψ̃11 |↓↓〉 − ψ̃10

|↑↓〉+ |↓↑〉√
2

+ ψ̃1,−1 |↑↑〉
]

となる．ここで

ψ̃1 =
ψ̃1,−1 − ψ̃1,1√

2
, ψ̃2 = i

ψ̃1,−1 + ψ̃1,1√
2

, ψ̃3 = ψ̃1,0 [5.5.21]

とおけば，

|3P0; 0〉 =
1√
6m

∫
d3p

(2π)3

[
ψ̃1(|↑↑〉 − |↓↓〉)− iψ̃2(|↑↑〉+ |↓↓〉)− ψ̃3(|↑↓〉+ |↓↑〉)

]
となる．

23P0 ポジトロニウムの崩壊
n = 2の場合を考える．

ψ1(x) =
1

4
√
2π

1

a05/2
x exp

(
− r

2a0

)
ψ2(x) =

1

4
√
2π

1

a05/2
y exp

(
− r

2a0

)
ψ3(x) =

1

4
√
2π

1

a05/2
z exp

(
− r

2a0

)
なので，

∂ψi

∂xj
(0) =

δij

4
√
2πa05/2

.

ポジトロニウムの崩壊の不変振幅は

iM(23P0 → 2γ) =
1√
6m

∫
d3p

(2π)3

[
ψ̃1(p)

{
iM(e−↑ e

+
↑ → 2γ)− iM(e−↓ e

+
↓ → 2γ)

}
− iψ̃2(p)

{
iM(e−↑ e

+
↑ → 2γ) + iM(e−↓ e

+
↓ → 2γ)

}
− ψ̃3(p)

{
iM(e−↑ e

+
↓ → 2γ) + iM(e−↓ e

+
↑ → 2γ)

}]
で与えられる．[5.5.20]のように，不変振幅は iM = iM(0) +

∑
ipjM(1)j と表すことができたが，∫

d3p

(2π)3
ψ̃iiM(0) = ψi(0)iM(0) = 0
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である．さらに， ∫
d3p

(2π)3
ψ̃i
∑
j

ipjM(1)j = i
1

4
√
2πa05/2

iM(1)i

なので ∫
d3p

(2π)3
ψ̃iiM = i

1

4
√
2πa05/2

iM(1)i

となる．従って

iM(23P0 → 2γ) =
1√
6m

i

4
√
2πa05/2

[{
iM(1)1(e−↑ e

+
↑ → 2γ)− iM(1)1(e−↓ e

+
↓ → 2γ)

}
− i
{
iM(1)2(e−↑ e

+
↑ → 2γ) + iM(1)2(e−↓ e

+
↓ → 2γ)

}
−
{
iM(1)3(e−↑ e

+
↓ → 2γ) + iM(1)3(e−↓ e

+
↑ → 2γ)

}]
となる．[5.5.7]から

ξ↑η↑† − ξ↓η↓† = σ1, −i(ξ↑η↑† + ξ↓η↓†) = σ2, −(ξ↑η↓† + ξ↓η↑†) = σ3

である．[5.5.19]は

iM(1)j = −i2e
2

m
ηr†
[
εj∗1 (ε∗2 · σ) + εj∗2 (ε∗1 · σ) +

kj

m2
(σ · k)(ε∗1 · ε∗2)

]
ξs

= −i2e
2

m
Tr
[
ξsηr†

{
εj∗1 (ε∗2 · σ) + εj∗2 (ε∗1 · σ) +

kj

m2
(σ · k)(ε∗1 · ε∗2)

}]
と表せるので，

iM(23P0 → 2γ) =
1√
6m

1

4
√
2πa05/2

2e2

m

× Tr
[
(ε∗1 · σ)(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ)(ε∗1 · σ) +

1

m2
(σ · k)(σ · k)(ε∗1 · ε∗2)

]
.

(σ · a)(σ · b) = a · b+ iσ · (a× b)から

iM(23P0 → 2γ) =
e2

4
√
3πmma05/2

Tr
[
2(ε∗1 · ε∗2) +

|k|2

m2
(ε∗1 · ε∗2)

]
=

e2

2
√
3πmma05/2

2m2 + |k|2

m2
(ε∗1 · ε∗2).

光子の偏極ベクトルの完全性 ∑
polarization

εi∗(k)εj(k) = δij − kikj

|k|2

から

∑
polarization

|ε∗1 · ε∗2|2 =
∑
pol 1

∑
pol 2

3∑
i=1

3∑
j=1

εi∗1 ε
j
1ε
i∗
2 ε

j
2 =

3∑
i=1

3∑
j=1

(
δij − kikj

|k|2

)(
δij − kikj

|k|2

)
= 2

なので

∑
polarization

|M(23P0 → 2γ)|2 =
e4

12πm3a05

(
2m2 + |k|2

m2

)2 ∑
polarization

|ε∗1 · ε∗2|2
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=
e4

6πm3a05

(
2m2 + |k|2

m2

)2

=
π

12
m2α7

(
2m2 + |k|2

m2

)2

.

(4.86)から

Γ(23P0 → 2γ) =
1

2

1

4m

∫
d3k1
(2π)3

d3k2
(2π)3

1

4E1E2
|M(23P0 → 2γ)|2(2π)4 δ(4)(k1 + k2 − p1 − p2)

=
1

8m

∫
d3k1
(2π)2

1

4|k|2
|M(23P2 → 2γ)|2 δ(2E1 − 2m)

=
1

256π2m

∫
d|k| δ(|k| −m)

∫
dΩ |M(3P2 → 2γ)|2

=
1

256π2m

∫
d|k| δ(|k| −m)× 4π

π

12
m2α7

(
2m2 + |k|2

m2

)2

=
3

256
mα7.

23P2 ポジトロニウムの崩壊
n = 2の場合を考える．
|23P2; 0〉は S = 1, l = 1, J = 2, M = 0なので

|23P2; 0〉 =
√
2M

∫
d3p

(2π)3

1∑
m=−1

〈1, 1;m,−m|1, 1; 20〉 ψ̃1,m
1√
2m

1√
2m

|1,−m〉

=
1√
6m

∫
d3p

(2π)3

[
ψ̃11 |↓↓〉+ 2ψ̃10

|↑↓〉+ |↓↑〉√
2

+ ψ̃1,−1 |↑↑〉
]

=
1

2
√
3m

∫
d3p

(2π)3

[
ψ̃1(|↑↑〉 − |↓↓〉)− iψ̃2(|↑↑〉+ |↓↓〉) + 2ψ̃3(|↑↓〉+ |↓↑〉)

]
.

σ′ = (σ1, σ2,−2σ3)とすれば

Tr [(σ′ · a)(σ · b)] = 2a1b1 + 2a2b2 − 4a3b3.

M = 0の不変振幅は

iM(23P2; 0 → 2γ) =
1

2
√
3m

i

4
√
2πa05/2

[{
iM(1)1(e−↑ e

+
↑ → 2γ)− iM(1)1(e−↓ e

+
↓ → 2γ)

}
− i
{
iM(1)2(e−↑ e

+
↑ → 2γ) + iM(1)2(e−↓ e

+
↓ → 2γ)

}
+ 2

{
iM(1)3(e−↑ e

+
↓ → 2γ) + iM(1)3(e−↓ e

+
↑ → 2γ)

}]
=

1

2
√
3m

1

4
√
2πa05/2

2e2

m

× Tr
[
(ε∗1 · σ′)(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ′)(ε∗1 · σ) +

1

m2
(σ′ · k)(σ · k)(ε∗1 · ε∗2)

]
=

e2

2
√
πmma05/2

[
2hij0 ε

i∗
1 ε

j∗
2 +

(ε∗1 · ε∗2)
m2

hij0 k
ikj
]
, hij0 =

1√
6

diag(1, 1,−2).
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|23P2; 1〉は S = 1, l = 1, J = 2, M = 1なので

|23P2; 1〉 =
√
2M

∫
d3p

(2π)3

1∑
m=0

〈1, 1;m, 1−m|1, 1; 21〉 ψ̃1,m
1√
2m

1√
2m

|1, 1−m〉

=
1√
2m

∫
d3p

(2π)3

[
ψ̃10 |↑↑〉+ ψ̃11

|↑↓〉+ |↓↑〉√
2

]
=

1

2
√
2m

∫
d3p

(2π)3

[
−ψ̃1(|↑↓〉+ |↓↑〉)− iψ̃2(|↑↓〉+ |↓↑〉) + 2ψ̃3 |↑↑〉

]
.

σ′ = (σ3, iσ3, 2σ+)とすれば

Tr [(σ′ · a)(σ · b)] = 2a1b3 + 2ia2b3 + 2a3b1 + 2ia3b2.

M = 1の不変振幅は

iM(23P2; 1 → 2γ) =
1

2
√
2m

i

4
√
2πa05/2

[
−
{
iM(1)1(e−↑ e

+
↓ → 2γ) + iM(1)1(e−↓ e

+
↑ → 2γ)

}
− i
{
iM(1)2(e−↑ e

+
↓ → 2γ) + iM(1)2(e−↓ e

+
↑ → 2γ)

}
+ 2

{
iM(1)3(e−↑ e

+
↑ → 2γ)

}]
=

1

2
√
2m

1

4
√
2πa05/2

2e2

m

× Tr
[
(ε∗1 · σ′)(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ′)(ε∗1 · σ) +

1

m2
(σ′ · k)(σ · k)(ε∗1 · ε∗2)

]

=
e2

2
√
πmma05/2

[
2hij1 ε

i∗
1 ε

j∗
2 +

(ε∗1 · ε∗2)
m2

hij1 k
ikj
]
, hij1 =

1

2

 1
i

1 i

 .

|23P2;−1〉は S = 1, l = 1, J = 2, M = −1なので

|23P2;−1〉 =
√
2M

∫
d3p

(2π)3

0∑
m=−1

〈1, 1;m,−1−m|1, 1; 2,−1〉 ψ̃1,m
1√
2m

1√
2m

|1,−1−m〉

=
√
2M

∫
d3p

(2π)3

0∑
m=−1

〈1, 1;−m, 1 +m|1, 1; 2, 1〉 ψ̃1,m
1√
2m

1√
2m

|1,−1−m〉

=
1√
2m

∫
d3p

(2π)3

[
ψ̃1,−1

|↑↓〉+ |↓↑〉√
2

+ ψ̃10 |↓↓〉
]

=
1

2
√
2m

∫
d3p

(2π)3

[
ψ̃1(|↑↓〉+ |↓↑〉)− iψ̃2(|↑↓〉+ |↓↑〉) + 2ψ̃3 |↓↓〉

]
.

σ′ = (−σ3, iσ3,−2σ−)とすれば

Tr [(σ′ · a)(σ · b)] = −2a1b3 + 2ia2b3 − 2a3b1 + 2ia3b2.

M = −1の不変振幅は

iM(23P2; 1 → 2γ) =
1

2
√
2m

i

4
√
2πa05/2

[{
iM(1)1(e−↑ e

+
↓ → 2γ) + iM(1)1(e−↓ e

+
↑ → 2γ)

}
− i
{
iM(1)2(e−↑ e

+
↓ → 2γ) + iM(1)2(e−↓ e

+
↑ → 2γ)

}
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+ 2
{
iM(1)3(e−↓ e

+
↓ → 2γ)

}]
=

1

2
√
2m

1

4
√
2πa05/2

2e2

m

× Tr
[
(ε∗1 · σ′)(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ′)(ε∗1 · σ) +

1

m2
(σ′ · k)(σ · k)(ε∗1 · ε∗2)

]

=
e2

2
√
πmma05/2

[
2hij−1ε

i∗
1 ε

j∗
2 +

(ε∗1 · ε∗2)
m2

hij−1k
ikj
]
, hij−1 =

1

2

 −1
i

−1 i

 .

|23P2; 2〉は S = 1, l = 1, J = 2, M = 2なので（m = Sz = 1）

|23P2; 2〉 =
√
2M

∫
d3p

(2π)3
〈1, 1; 1, 1|1, 1; 22〉 ψ̃1,1

1√
2m

1√
2m

|1, 1〉

=
1√
m

∫
d3p

(2π)3
ψ̃11 |↑↑〉

=
1√
2m

∫
d3p

(2π)3

[
−ψ̃1 |↑↑〉 − iψ̃2 |↑↑〉

]
.

σ′ = (−σ+,−iσ+, 0)とすれば

Tr [(σ′ · a)(σ · b)] = −a1b2 − ia1b2 − ia2b1 + a2b2.

M = 2の不変振幅は

iM(23P2; 2 → 2γ) =
1√
2m

i

4
√
2πa05/2

[
−
{
iM(1)1(e−↑ e

+
↑ → 2γ)

}
− i
{
iM(1)2(e−↑ e

+
↑ → 2γ)

}]
=

1√
2m

1

4
√
2πa05/2

2e2

m

× Tr
[
(ε∗1 · σ′)(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ′)(ε∗1 · σ) +

1

m2
(σ′ · k)(σ · k)(ε∗1 · ε∗2)

]

=
e2

2
√
πmma05/2

[
2hij2 ε

i∗
1 ε

j∗
2 +

(ε∗1 · ε∗2)
m2

hij2 k
ikj
]
, hij2 =

1

2

−1 −i
−i 1

 .

|23P2;−2〉は S = 1, l = 1, J = 2, M = −2なので（m = Sz = −1）

|23P2;−2〉 =
√
2M

∫
d3p

(2π)3
〈1, 1;−1,−1|1, 1; 2,−2〉 ψ̃1,−1

1√
2m

1√
2m

|1,−1〉

=
√
2M

∫
d3p

(2π)3
〈1, 1; 1, 1|1, 1; 22〉 ψ̃1,−1

1√
2m

1√
2m

|1,−1〉

=
1√
m

∫
d3p

(2π)3
ψ̃1,−1 |↓↓〉

=
1√
2m

∫
d3p

(2π)3

[
ψ̃1 |↓↓〉 − iψ̃2 |↓↓〉

]
.

σ′ = (−σ−, iσ−, 0)とすれば

Tr [(σ′ · a)(σ · b)] = −a1b2 + ia1b2 + ia2b1 + a2b2.

M = −2の不変振幅は

iM(23P2;−2 → 2γ) =
1√
2m

i

4
√
2πa05/2

[{
iM(1)1(e−↓ e

+
↓ → 2γ)

}
− i
{
iM(1)2(e−↓ e

+
↓ → 2γ)

}]
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=
1√
2m

1

4
√
2πa05/2

2e2

m

× Tr
[
(ε∗1 · σ′)(ε∗2 · σ) + (ε∗2 · σ′)(ε∗1 · σ) +

1

m2
(σ′ · k)(σ · k)(ε∗1 · ε∗2)

]

=
e2

2
√
πmma05/2

[
2hij−2ε

i∗
1 ε

j∗
2 +

(ε∗1 · ε∗2)
m2

hij−2k
ikj
]
, hij−2 =

1

2

−1 i
i 1

 .

以上から，
iM(23P2;M → 2γ) =

e2

2
√
πmma05/2

[
2hijM ε

i∗
1 ε

j∗
2 +

(ε∗1 · ε∗2)
m2

hijMk
ikj
]
.

hM はトレースが 0の対称行列

h0 =
1√
6

1
1

−2

 , h±1 =
1

2

 ±1
i

±1 i

 , h±2 =
1

2

−1 ∓i
∓i 1


で与えられ，

Tr
(
hMh

†
M ′

)
=
∑
ij

hijMh
ij∗
M ′ = δMM ′ [5.5.22]

を満たす．
光子の偏極と全角運動量の射影について和を取って，∑

polarization

∑
M

|M(23P2;M → 2γ)|2

=
e4

4πm3a05

∑
polarization

∑
M

∣∣∣∣2hijM εi∗1 εj∗2 +
(ε∗1 · ε∗2)
m2

hijMk
ikj
∣∣∣∣2

=
e4

4πm3a05

∑
polarization

∑
M

[
2hijM ε

i∗
1 ε

j∗
2 +

(ε∗1 · ε∗2)
m2

hijMk
ikj
] [

2hkl∗M εk1ε
l
2 +

(ε1 · ε2)
m2

hkl∗M kkkl
]

=
e4

4πm3a05

∑
pol

∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

×
[
4εi∗1 ε

k
1ε
j∗
2 ε

l
2 +

2kkkl

m2
(ε1 · ε2)εi∗1 ε

j∗
2 +

2kikj

m2
(ε∗1 · ε∗2)εk1εl2 +

kikjkkkl

m4
|ε∗1 · ε∗2|2

]
=

e4

4πm3a05

∑
pol

∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

×

[
4εi∗1 ε

k
1ε
j∗
2 ε

l
2 +

2kkkl

m2

∑
m

εi∗1 ε
m
1 ε

j∗
2 ε

m
2 +

2kikj

m2

∑
m

εm∗1 εk1ε
m∗
2 εl2 +

kikjkkkl

m4
|ε∗1 · ε∗2|2

]
.

εµ の完全性から

|M(23P2 → 2γ)|2

=
e4

4πm3a05
4
∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

(
δik − kikk

|k|2

)(
δjl − kjkl

|k|2

)
[5.5.23]

+
e4

4πm3a05
2
∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

kkkl

m2

∑
m

(
δim − kikm

|k|2

)(
δjm − kjkm

|k|2

)
[5.5.24]

39



Problem 5.4: Positronium lifetime | 23P2 ポジトロニウムの崩壊

+
e4

4πm3a05
2
∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

kikj

m2

∑
m

(
δmk − kmkk

|k|2

)(
δml − kmkl

|k|2

)
[5.5.25]

+
e4

4πm3a05
2
∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

kikjkkkl

m4
. [5.5.26]

(4.86)から

Γ(23P2 → 2γ) =
1

2

1

4m

∫
d3k1
(2π)3

d3k2
(2π)3

1

4E1E2
|M(23P2 → 2γ)|2(2π)4 δ(4)(k1 + k2 − p1 − p2)

=
1

8m

∫
d3k1
(2π)2

1

4|k|2
|M(23P2 → 2γ)|2 δ(2E1 − 2m)

=
1

256π2m

∫
d|k| δ(|k| −m)

∫
dΩ |M(23P2 → 2γ)|2.

|M|2 の中に現れる積分を計算する．まず， ∫
dΩ

kikj

|k|2

は i 6= j ならば 0なので，δij に比例する： ∫
dΩ

kikj

|k|2
= Aδij .

i = j = 1, 2, 3について和を取れば 4π = 3Aとなるので，∫
dΩ

kikj

|k|2
=

4π

3
δij .

次に， ∫
dΩ

kikjkkkl

|k|4
= B(δijδkl + δikδjl + δilδjk)

とおく．i = j = 1, 2, 3について和を取れば∫
dΩ

kkkl

|k|2
=

4π

3
δkl = B(3δkl + δkl + δkl) = 5Bδkl

なので ∫
dΩ

kikjkkkl

|k|4
=

4π

15
(δijδkl + δikδjl + δilδjk).

[5.5.22]に注意して [5.5.23]を積分すれば

4
∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

∫
d|k| δ(|k| −m)

∫
dΩ

(
δik − kikk

|k|2

)(
δjl − kjkl

|k|2

)

= 4
∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

[
4πδikδjl − 4π

3
δikδjl − 4π

3
δikδjl +

4π

15
(δijδkl + δikδjl + δilδjk)

]

= 4
∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

[
4π

15
(δijδkl + δilδjk) +

8π

5
δikδjl

]

= 4
∑
M

∑
ij

[
4π

15
hijMh

ji∗
M +

8π

5
hijMh

ij∗
M

]
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= 4
∑
M

12π

15
δMM

=
48π

5
.

[5.5.24][5.5.25]を積分すれば

2
∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

∫
d|k| δ(|k| −m)

∫
dΩ

kkkl

m2

∑
m

(
δim − kikm

|k|2

)(
δjm − kjkm

|k|2

)

= 2
∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

∫
d|k| δ(|k| −m)

∫
dΩ

kkkl

m2

(
δij − kikj

|k|2

)

= 2
∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

∫
d|k| δ(|k| −m)

∫
dΩ

(
kkkl

|k|2
δij − kikjkkkl

|k|4

)

= 2
∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

[
4π

3
δijδkl − 4π

15
(δijδkl + δikδjl + δilδjk)

]

= 2
∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

[
16π

15
δijδkl − 4π

15
(δikδjl + δilδjk)

]

= 2
∑
M

∑
ij

[
−4π

15
hijMh

ij∗
M − 4π

15
hijMh

ji∗
M

]
= −16π

15

∑
M

δMM

= −16π

5
.

[5.5.26]を積分すれば

2
∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

∫
d|k| δ(|k| −m)

∫
dΩ

kikjkkkl

m4

= 2
∑
M

∑
ijkl

hijMh
kl∗
M

4π

15
(δijδkl + δikδjl + δilδjk)

= 2
∑
M

∑
ijkl

4π

15
(hijMh

ij∗
M + hijMh

ji∗
M )

= 2
∑
M

∑
ijkl

4π

15
(hijMh

ij∗
M + hijMh

ji∗
M )

=
16π

15

∑
M

δMM

=
16π

5
.

以上から
Γ(23P2 → 2γ) =

1

256π2m

e4

4πm3a05

(
48π

5
− 16π

5
− 16π

5
+

16π

5

)
=
mα7

320
.
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Problem 5.6

使う式を列挙しておく．Fierz恒等式：

uL(p1)γ
µuL(p2)[γ

µ]ab = uR(p2)γ
µuR(p1) = 2[uL(p2)uL(p1) + uR(p1)uR(p2)]ab.

s, tの定義と性質：

s(p1, p2) = uR(p1)uL(p2), t(p1, p2) = uL(p1)uR(p2),

t(p1, p2) = (s(p2, p1))
∗, s(p1, p2) = s(p2, p1), |s(p1, p2)|2 = 2p1 · p2.

射影に関する性質
uL(p)uL(p) + uR(p)uR(p) = /p

及び*3

uLuL = uRuR = 0.

e−Le
+
R → γ−γ+ の過程を考える．

p1

k1

p1 − k1

k2

p2

e−L

γ− γ+

e+R

+

e−L

γ−

e+R

γ+

p1
p2

p1 − k2

k2k1

(a)で定義した偏極ベクトルを使い，不変振幅は

iM = −ie2ε∗−µ(k1)ε∗+ν(k2)uL(p2)

[
γν

/p1 − /k1

(p1 − k1)2
γµ + γµ

/p1 − /k2

(p1 − k2)2
γν

]
uL(p1)

= −ie2uL(p2)γµuL(k1)uR(p1)γνuR(k2)
4
√
(p2 · k1)(p1 · k2)

uL(p2)

[
γν

/p1 − /k1

t
γµ + γµ

/p1 − /k2

u
γν

]
uL(p1)

[5.5.27]

となる*4．

*3 全ての粒子が質量 0なので，左巻きスピノルは上半分；右巻きスピノルは下半分の成分のみ持つ．uL = u†Lγ0 は下半分のみ
*4 ε(k1)の定義に p2，ε(k2)の定義に p1 を使った
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[5.5.27]の第 1項は，

uL(p2)γµuL(k1)uR(p1)γνuR(k2)

4
√

(p2 · k1)(p1 · k2)
uL(p2)

[
γν

/p1 − /k1

t
γµ

]
uL(p1)

= − 2

ut
uL(p2) [uL(p1)uL(k2) + uR(k2)uR(p1)]

× [uL(p1)uL(p1) + uR(p1)uR(p1)]

× [uL(k1)uL(p2) + uR(p2)uR(k1)]uL(p1)

+
2

ut
uL(p2) [uL(p1)uL(k2) + uR(k2)uR(p1)]

× [uL(k1)uL(k1) + uR(k1)uR(k1)]

× [uL(k1)uL(p2) + uR(p2)uR(k1)]uL(p1)

= − 2

ut
uL(p2)uR(k2)uR(p1)uL(p1)uL(p1)uR(p2)uR(k1)uL(p1)

+
2

ut
uL(p2)uR(k2)uR(p1)uL(k1)uL(k1)uR(p2)uR(k1)uL(p1)

= − 2

ut
t(p2, k2)s(p1, p1)t(p1, p2)s(k1, p1) +

2

ut
t(p2, k2)s(p1, k1)t(k1, p2)s(k1, p1)

=
2

ut
t(p2, k2)s(p1, k1)t(k1, p2)s(k1, p1).

[5.5.28]

同様に，[5.5.27]の第 2項は，

uL(p2)γµuL(k1)uR(p1)γνuR(k2)

4
√
(p2 · k1)(p1 · k2)

uL(p2)

[
γµ

/p1 − /k2

u
γν

]
uL(p1)

= − 2

u2
uL(p2) [uL(k1)uL(p2) + uR(p2)uR(k1)]

× [uL(p1)uL(p1) + uR(p1)uR(p1)]

× [uL(p1)uL(k2) + uR(k2)uR(p1)]uL(p1)

+
2

u2
uL(p2) [uL(k1)uL(p2) + uR(p2)uR(k1)]

× [uL(k2)uL(k2) + uR(k2)uR(k2)]

× [uL(p1)uL(k2) + uR(k2)uR(p1)]uL(p1)

= − 2

u2
uL(p2)uR(p2)uR(k1)uL(p1)uL(p1)uR(k2)uR(p1)uL(p1)

+
2

u2
uL(p2)uR(p2)uR(k1)uL(k2)uL(k2)uR(k2)uR(p1)uL(p1)

= − 2

u2
t(p2, p2)s(k1, p1)t(p1, k2)s(p1, p1) +

2

u2
t(p2, p2)s(k1, k2)t(k2, k2)s(p1, p1)

= 0.

[5.5.29]

[5.5.27][5.5.28][5.5.29]から

iM(e−Le
+
R → γ−γ+) = −ie2 2

ut
t(p2, k2)s(p1, k1)t(k1, p2)s(k1, p1). [5.5.30]

e−Le
+
R → γ+γ− の過程を考える．
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Problem 5.6

p1

k1

p1 − k1

k2

p2

e−L

γ+ γ−

e+R

+

e−L

γ+

e+R

γ−

p1
p2

p1 − k2

k2k1

不変振幅は

iM = −ie2ε∗+µ(k1)ε∗−ν(k2)uL(p2)

[
γν

/p1 − /k1

(p1 − k1)2
γµ + γµ

/p1 − /k2

(p1 − k2)2
γν

]
uL(p1)

= −ie2uR(p1)γµuR(k1)uL(p2)γνuL(k2)
4
√
(p1 · k1)(p2 · k2)

uL(p2)

[
γν

/p1 − /k1

t
γµ + γµ

/p1 − /k2

u
γν

]
uL(p1)

[5.5.31]

となる*5．
[5.5.31]の第 1項は，

uR(p1)γµuR(k1)uL(p2)γνuL(k2)

4
√
(p1 · k1)(p2 · k2)

uL(p2)

[
γν

/p1 − /k1

t
γµ

]
uL(p1)

= − 2

t2
uL(p2) [uL(k2)uL(p2) + uR(p2)uR(k2)]

× [uL(p1)uL(p1) + uR(p1)uR(p1)]

× [uL(p1)uL(k1) + uR(k1)uR(p1)]uL(p1)

+
2

t2
uL(p2) [uL(k2)uL(p2) + uR(p2)uR(k2)]

× [uL(k1)uL(k1) + uR(k1)uR(k1)]

× [uL(p1)uL(k1) + uR(k1)uR(p1)]uL(p1)

= − 2

t2
uL(p2)uR(p2)uR(k2)uL(p1)uL(p1)uR(k1)uR(p1)uL(p1)

+
2

t2
uL(p2)uR(p2)uR(k2)uL(k1)uL(k1)uR(k1)uR(p1)uL(p1)

= − 2

t2
t(p2, p2)s(k2, p1)t(p1, k1)s(p1, p1) +

2

ut
t(p2, p2)s(k2, k1)t(k1, k1)s(p1, p1)

= 0.

[5.5.32]

*5 ε(k1)の定義に p1，ε(k2)の定義に p2 を使った
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同様に，[5.5.31]の第 2項は，

uR(p1)γµuR(k1)uL(p2)γνuL(k2)

4
√

(p1 · k1)(p2 · k2)
uL(p2)

[
γµ

/p1 − /k2

u
γν

]
uL(p1)

= − 2

ut
uL(p2) [uL(p1)uL(k1) + uR(k1)uR(p1)]

× [uL(p1)uL(p1) + uR(p1)uR(p1)]

× [uL(k2)uL(p2) + uR(p2)uR(k2)]uL(p1)

+
2

ut
uL(p2) [uL(p1)uL(k1) + uR(k1)uR(p1)]

× [uL(k2)uL(k2) + uR(k2)uR(k2)]

× [uL(k2)uL(p2) + uR(p2)uR(k2)]uL(p1)

= − 2

ut
uL(p2)uR(k1)uR(p1)uL(p1)uL(p1)uR(p2)uR(k2)uL(p1)

+
2

ut
uL(p2)uR(k1)uR(p1)uL(k2)uL(k2)uR(p2)uR(k2)uL(p1)

= − 2

ut
t(p2, k1)s(p1, p1)t(p1, p2)s(k2, p1) +

2

ut
t(p2, k1)s(p1, k2)t(k2, p2)s(k2, p1)

=
2

ut
t(p2, k1)s(p1, k2)t(k2, p2)s(k2, p1).

[5.5.33]

[5.5.31][5.5.32][5.5.33]から

iM(e−Le
+
R → γ+γ−) = −ie2 2

ut
t(p2, k1)s(p1, k2)t(k2, p2)s(k2, p1). [5.5.34]

e−Re
+
L → γ−γ+ の過程を考える．

p1

k1

p1 − k1

k2

p2

e−R

γ− γ+

e+L

+

e−R

γ−

e+L

γ+

p1
p2

p1 − k2

k2k1

不変振幅は

iM = −ie2ε∗−µ(k1)ε∗+ν(k2)uR(p2)

[
γν

/p1 − /k1

(p1 − k1)2
γµ + γµ

/p1 − /k2

(p1 − k2)2
γν

]
uR(p1)

= −ie2uL(p1)γµuL(k1)uR(p2)γνuR(k2)
4
√

(p1 · k1)(p2 · k2)
uR(p2)

[
γν

/p1 − /k1

t
γµ + γµ

/p1 − /k2

u
γν

]
uR(p1)

[5.5.35]

となる*6．

*6 ε(k1)の定義に p1，ε(k2)の定義に p2 を使った

45



Problem 5.6

[5.5.35]の第 1項は，

uL(p1)γµuL(k1)uR(p2)γνuR(k2)

4
√
(p1 · k1)(p2 · k2)

uR(p2)

[
γν

/p1 − /k1

t
γµ

]
uR(p1)

= − 2

t2
uR(p2) [uL(p2)uL(k2) + uR(k2)uR(p2)]

× [uL(p1)uL(p1) + uR(p1)uR(p1)]

× [uL(k1)uL(p1) + uR(p1)uR(k1)]uR(p1)

+
2

t2
uR(p2) [uL(p2)uL(k2) + uR(k2)uR(p2)]

× [uL(k1)uL(k1) + uR(k1)uR(k1)]

× [uL(k1)uL(p1) + uR(p1)uR(k1)]uR(p1)

= − 2

t2
uR(p2)uL(p2)uL(k2)uR(p1)uR(p1)uL(k1)uL(p1)uR(p1)

+
2

t2
uR(p2)uL(p2)uL(k2)uR(k1)uR(k1)uL(k1)uL(p1)uR(p1)

= − 2

t2
s(p2, p2)t(k2, p1)s(p1, k1)t(p1, p1) +

2

ut
s(p2, p2)t(k2, k1)s(k1, k1)t(p1, p1)

= 0.

[5.5.36]

同様に，[5.5.35]の第 2項は，

uL(p1)γµuL(k1)uR(p2)γνuR(k2)

4
√

(p1 · k1)(p2 · k2)
uR(p2)

[
γµ

/p1 − /k2

u
γν

]
uR(p1)

= − 2

ut
uR(p2) [uL(k1)uL(p1) + uR(p1)uR(k1)]

× [uL(p1)uL(p1) + uR(p1)uR(p1)]

× [uL(p2)uL(k2) + uR(k2)uR(p2)]uR(p1)

+
2

ut
uR(p2) [uL(k1)uL(p1) + uR(p1)uR(k1)]

× [uL(k2)uL(k2) + uR(k2)uR(k2)]

× [uL(p2)uL(k2) + uR(k2)uR(p2)]uR(p1)

= − 2

ut
uR(p2)uL(k1)uL(p1)uR(p1)uR(p1)uL(p2)uL(k2)uR(p1)

+
2

ut
uR(p2)uL(k1)uL(p1)uR(k2)uR(k2)uL(p2)uL(k2)uR(p1)

= − 2

ut
s(p2, k1)t(p1, p1)s(p1, p2)t(k2, p1) +

2

ut
s(p2, k1)t(p1, k2)s(k2, p2)t(k2, p1)

=
2

ut
s(p2, k1)t(p1, k2)s(k2, p2)t(k2, p1).

[5.5.37]

[5.5.35][5.5.36][5.5.37]から

iM(e−Re
+
L → γ−γ+) = −ie2 2

ut
s(p2, k1)t(p1, k2)s(k2, p2)t(k2, p1). [5.5.38]

e−Re
+
L → γ+γ− の過程を考える．
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Problem 5.6

p1

k1

p1 − k1

k2

p2

e−R

γ+ γ−

e+L

+

e−R

γ+

e+L

γ−

p1
p2

p1 − k2

k2k1

(a)で定義した偏極ベクトルを使い，不変振幅は

iM = −ie2ε∗+µ(k1)ε∗−ν(k2)uR(p2)

[
γν

/p1 − /k1

(p1 − k1)2
γµ + γµ

/p1 − /k2

(p1 − k2)2
γν

]
uR(p1)

= −ie2uR(p2)γµuR(k1)uL(p1)γνuL(k2)
4
√

(p2 · k1)(p1 · k2)
uR(p2)

[
γν

/p1 − /k1

t
γµ + γµ

/p1 − /k2

u
γν

]
uR(p1)

[5.5.39]

となる*7．
[5.5.39]の第 1項は，

uR(p2)γµuR(k1)uL(p1)γνuL(k2)

4
√

(p2 · k1)(p1 · k2)
uL(p2)

[
γν

/p1 − /k1

t
γµ

]
uL(p1)

= − 2

ut
uR(p2) [uL(k2)uL(p1) + uR(p1)uR(k2)]

× [uL(p1)uL(p1) + uR(p1)uR(p1)]

× [uL(p2)uL(k1) + uR(k1)uR(p2)]uR(p1)

+
2

ut
uR(p2) [uL(k2)uL(p1) + uR(p1)uR(k2)]

× [uL(k1)uL(k1) + uR(k1)uR(k1)]

× [uL(p2)uL(k1) + uR(k1)uR(p2)]uR(p1)

= − 2

ut
uR(p2)uL(k2)uL(p1)uR(p1)uR(p1)uL(p2)uL(k1)uR(p1)

+
2

ut
uR(p2)uL(k2)uL(p1)uR(k1)uR(k1)uL(p2)uL(k1)uR(p1)

= − 2

ut
s(p2, k2)t(p1, p1)s(p1, p2)t(k1, p1) +

2

ut
s(p2, k2)t(p1, k1)s(k1, p2)t(k1, p1)

=
2

ut
s(p2, k2)t(p1, k1)s(k1, p2)t(k1, p1).

[5.5.40]

*7 ε(k1)の定義に p2，ε(k2)の定義に p1 を使った

47



Problem 5.6

同様に，[5.5.39]の第 2項は，

uR(p2)γµuR(k1)uL(p1)γνuL(k2)

4
√
(p2 · k1)(p1 · k2)

uR(p2)

[
γµ

/p1 − /k2

u
γν

]
uR(p1)

= − 2

u2
uR(p2) [uL(p2)uL(k1) + uR(k1)uR(p2)]

× [uL(p1)uL(p1) + uR(p1)uR(p1)]

× [uL(k2)uL(p1) + uR(p1)uR(k2)]uR(p1)

+
2

u2
uR(p2) [uL(p2)uL(k1) + uR(k1)uR(p2)]

× [uL(k2)uL(k2) + uR(k2)uR(k2)]

× [uL(k2)uL(p1) + uR(p1)uR(k2)]uR(p1)

= − 2

u2
uR(p2)uL(p2)uL(k1)uR(p1)uR(p1)uL(k2)uL(p1)uR(p1)

+
2

u2
uR(p2)uL(p2)uL(k1)uR(k2)uR(k2)uL(k2)uL(p1)uR(p1)

= − 2

u2
s(p2, p2)t(k1, p1)s(p1, k2)t(p1, p1) +

2

u2
s(p2, p2)t(k1, k2)s(k2, k2)t(p1, p1)

= 0.

[5.5.41]

[5.5.39][5.5.40][5.5.41]から

iM(e−Re
+
L → γ+γ−) = −ie2 2

ut
s(p2, k2)t(p1, k1)s(k1, p2)t(k1, p1). [5.5.42]

[5.5.30][5.5.34][5.5.38][5.5.42]から，

|M(e−Le
+
R → γ−γ+)|2 = |M(e−Re

+
L → γ+γ−)|2 = e4

64

u2t2
(p2 · k2)(p1 · k1)(k1 · p2)(k1 · p1)

= 4e4
t

u
,

|M(e−Le
+
R → γ+γ−)|2 = |M(e−Re

+
L → γ−γ+)|2 = e4

64

u2t2
(p2 · k1)(p1 · k2)(k2 · p2)(k2 · p1)

= 4e4
u

t
.

従って，
1

4

∑
spin

∑
polarization

|M|2 = 2e4
(
u

t
+
t

u

)
.

慣性質量から観測すれば，(4.85)から

dσ

dΩ
=

|M|2

64π2Ecm2
=
α2

2s

(
u

t
+
t

u

)
=
α2

s

1 + cos2 θ
sin2 θ

.

従って，
dσ

d cos θ
=

2πα2

s

1 + cos2 θ
sin2 θ

.
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Chapter 6

Radiative Corrections: Introduction

6.3 The Electron Vertex Function: Evaluation

(6.44)

電子の運動量 p, p′ = p+ q について，

p′2 = (p+ q)2 = m2

が成立する．直ちに
2p · q + q2 = 0

が分かる．さらに，
x+ y + z = 1.

よって，

`2 −∆ = (k + yq − zp)2 + xyq2 − (1− z)2m2

= k2 + y2q2 + z2p2 + 2yk · q − 2yzp · q − 2zk · p+ xyq2 − (1− z)2m2

= k2 + 2k · (yq − zp) + y2q2 + z2p2 − 2yzp · q + xyq2 − (1− z)2m2

= k2 + 2k · (yq − zp) + y(x+ y)q2 − 2yzp · q + {z2 − (1− z)2}m2

= k2 + 2k · (yq − zp) + y(x+ y)q2 + yzq2 + (2z − 1)m2

= k2 + 2k · (yq − zp) + y(x+ y + z)q2 + (z − x− y)m2

= k2 + 2k · (yq − zp) + yq2 + zm2 − (x+ y)m2

= k2 + 2k · (yq − zp) + yq2 + zp2 − (x+ y)m2

= D − iε.

p.191中盤の式

(6.38)の積分変数 k を l = k + yq − zpに変更する．(6.38)は

2ie2
∫ 1

0

dxdydz δ(x+ y + z − 1)

∫
d4`

(2π)4

u(p′)
[
/kγµ/k

′
+m2γµ − 2m(k + k′)µ

]
u(p)

D3
[6.3.1]



p.192序盤の式

となる．（積分値が変わらない範囲で；→と表記する）分子を式変形する．
ここで

k = `− yq + zp =: `+ a, k′ = k + q =: `+ b

とおく．
/kγµ/k

′
= (/̀ + /a)γµ(/̀ + /b) = /̀γµ/̀ + /̀γµ/b + /aγµ/̀ + /aγµ/b

となるが，/̀γµ/b = `νγ
νγµ/b なので，(6.45)から上式の第 2, 3項の積分は 0である．従って，

→ /̀γµ/̀ + /aγµ/b

= `νγνγµ/̀ + (−y/q + z/p)γ
µ((1− y)/q + z/p)

= `ν(2gµν − γµγν)/̀ + (−y/q + z/p)γ
µ((1− y)/q + z/p)

= 2`µ/̀− γµ/̀/̀ + (−y/q + z/p)γ
µ((1− y)/q + z/p)

= 2`µ`νγν − γµ`2 + (−y/q + z/p)γ
µ((1− y)/q + z/p).

(6.46)から

→ 2
1

4
gµν`2γν − γµ`2 + (−y/q + z/p)γ

µ((1− y)/q + z/p)

=
1

2
γµ`2 − γµ`2 + (−y/q + z/p)γ

µ((1− y)/q + z/p)

= −1

2
γµ`2 + (−y/q + z/p)γ

µ((1− y)/q + z/p).

同様に，

−2m(k + k′)µ = −2m(2lµ + aµ + bµ) → −2m(aµ + bµ) = −2m((1− 2y)qµ + 2zpµ).

p.192序盤の式

Dirac方程式

/pu(p) = mu(p), u(p′)/p
′ = u(p′)m, u(p′)/qu(p) = 0 [6.3.2]

に注意する．

u(p′)

[
−γ

µ

2
`2 + (−y/q + z/p)γ

µ((1− y)/q + z/p) +m2γµ − 2m((1− 2y)qµ + 2zpµ)

]
u(p)

を計算する（これ以降は両端のスピノルを省略する）．2項目は

(−y/q + z/p)γ
µ[(1− y)/q + z/p]

= [−(y + z)/q + z/p
′]γµ[(1− y)/q + z/p]

= [−(y + z)/q + zm]γµ[(1− y)/q + zm]

= −(y + z)(1− y)/qγ
µ
/q − z(y + z)m/qγ

µ + z(1− y)mγµ/q + z2m2γµ

= −(y + z)(1− y)(2qµ − γµ/q)/q

− z(y + z)m(2qµ − γµ/q) + z(1− y)mγµ/q + z2m2γµ

= −2(y + z)(1− y)qµ/q + (y + z)(1− y)γµ/q/q
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p.192序盤の式

− 2z(y + z)mqµ + z(y + z)mγµ/q + z(1− y)mγµ/q + z2m2γµ

= −2(y + z)(1− y)qµ/q + (y + z)(1− y)γµq2

− 2z(y + z)mqµ + z(1 + z)mγµ/q + z2m2γµ.

u(p′)/qu(p) = 0なので，

= (y + z)(1− y)γµq2 − 2z(y + z)mqµ + z(1 + z)mγµ/q + z2m2γµ.

γµ/q = γµ(/p
′ − /p) = γµ(/p

′ −m) = (γµ/p
′ −mγµ) = (2p′µ − /p

′γµ −mγµ) = 2p′µ − 2mγµ なので，

= (y + z)(1− y)γµq2 − 2z(y + z)mqµ + z(1 + z)m(2p′µ − 2mγµ) + z2m2γµ

= (y + z)(1− y)γµq2 − 2z(y + z)mqµ + 2z(1 + z)mp′µ − 2z(1 + z)m2γµ + z2m2γµ

= (1− x)(1− y)γµq2 − 2z(y + z)mqµ + 2z(1 + z)mp′µ + (−2z − z2)m2γµ.

[6.3.3]

他の項も併せれば

− γµ

2
`2 + (−y/q + z/p)γ

µ((1− y)/q + z/p) +m2γµ − 2m((1− 2y)qµ + 2zpµ)

= −γ
µ

2
`2

+ (1− x)(1− y)γµq2 − 2z(y + z)mqµ + 2z(1 + z)mp′µ + (−2z − z2)m2γµ

+m2γµ − 2m((1− 2y)qµ + 2zpµ)

= −γ
µ

2
`2 + (1− x)(1− y)γµq2 + (1− 2z − z2)m2γµ

− 2z(y + z)mqµ + 2z(1 + z)mp′µ − 2(1− 2y)mqµ − 4zmpµ.

[6.3.4]

2行目の部分を計算する：

− 2z(y + z)mqµ + 2z(1 + z)mp′µ − 2(1− 2y)mqµ − 4zmpµ

= −4zmpµ + 2z(1 + z)mp′µ − 2z(y + z)mqµ − 2(1− 2y)mqµ

= −4zmpµ + 2z(1 + z)m(pµ + qµ)− 2z(y + z)mqµ − 2(1− 2y)mqµ

= 2z(z − 1)mpµ + 2z(1 + z)mqµ − 2z(y + z)mqµ − 2(1− 2y)mqµ

= 2z(z − 1)mpµ + 2z(1− y)mqµ − 2(1− 2y)mqµ

= 2z(z − 1)mpµ + z(z − 1)mqµ − z(z − 1)mqµ + 2z(1− y)mqµ − 2(1− 2y)mqµ

= z(z − 1)m(2pµ + qµ)− z(z − 1)mqµ + 2z(1− y)mqµ − 2(1− 2y)mqµ

= (p′µ + pµ) ·mz(z − 1) + qµ ·m(−z2 + z + 2z − 2yz − 2 + 4y)

= (p′µ + pµ) ·mz(z − 1) + qµ ·m(−z2 + 3z − 2yz − 2 + 4y).

[6.3.5]

最後の部分を計算する：

−z2 + 3z − 2yz − 2 + 4y = −z(1− x− y) + 3z − 2yz − 2 + 4y

= xz − yz + 4y + 2z − 2

= xz − yz + 4y + 2(1− x− y)− 2

= xz − yz − 2x+ 2y

= (z − 2)(x− y).

[6.3.6]

[6.3.4][6.3.5][6.3.6]から

−γ
µ

2
`2 + (1− x)(1− y)γµq2 + (1− 2z − z2)m2γµ + (p′µ + pµ) ·mz(z − 1) + qµ ·m(z − 2)(x− y).
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Problem 6.1: Rosenbluth formula

Problems

Problem 6.1: Rosenbluth formula

電子と陽子の散乱を考える．

p1

k1 q
k2

p2
e−

e− p+

p+

電子の質量は 0，陽子の質量はM とする．スピンの平均を取った不変振幅は

1

4

∑
spins

|M|2 =
e4

4q4
Tr[γµ/p1γν/k1]

× Tr
[(
γµ(F1 + F2)−

(p2 + k2)
µ

2M
F2

)
(/p2 +M)

(
γν(F1 + F2)−

(p2 + k2)
ν

2M
F2

)
(/k2 +M)

]
である．1つめのトレースは次のように計算できる：

Tr[γµ/p1γν/k1] = 4[p1µk1ν + k1µp1ν − gµν(p1 · k1)].

2つめのトレースで非零なのはガンマ行列が偶数個含まれる項：

Tr[· · · ] = (F1 + F2)
2 Tr(γµ/p2γ

ν/k2) + F2
2(p2 + k2)

µ(p2 + k2)
ν

+M2(F1 + F2)
2 Tr(γµγν) + F2

2

4M2
(p2 + k2)

µ(p2 + k2)
ν Tr(/p2/k2)

− 1

2
F2(F1 + F2)(p2 + k2)

ν Tr(γµ/p2)−
1

2
F2(F1 + F2)(p2 + k2)

ν Tr(γµ/k2)

− 1

2
F2(F1 + F2)(p2 + k2)

µ Tr(γν/p2)−
1

2
F2(F1 + F2)(p2 + k2)

µ Tr(γν/k2)

= 4(F1 + F2)
2[pµ2k

ν
2 + kµ2 p

ν
2 − gµν(p2 · k2)] + F2

2(p2 + k2)
µ(p2 + k2)

ν

+ 4M2(F1 + F2)
2gµν +

F2
2

M2
(p2 · k2)(p2 + k2)

µ(p2 + k2)
ν

− 4F2(F1 + F2)(p2 + k2)
µ(p2 + k2)

ν

= 4(F1 + F2)
2[pµ2k

ν
2 + kµ2 p

ν
2 − gµν(p2 · k2)]

+ 4M2(F1 + F2)
2gµν

+

[
F2

2 +
F2

2

M2
(p2 · k2)− 4F2(F1 + F2)

]
(p2 + k2)

µ(p2 + k2)
ν .

これらの積を求める．1項目は

[p1µk1ν + k1µp1ν − gµν(p1 · k1)][pµ2kν2 + kµ2 p
ν
2 − gµν(p2 · k2)]

= [p1µk1ν + k1µp1ν ][p
µ
2k

ν
2 + kµ2 p

ν
2 ]

= 2(p1 · p2)(k1 · k2) + 2(p1 · k2)(k1 · p2).
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2項目は
[p1µk1ν + k1µp1ν − gµν(p1 · k1)]gµν = −2(p1 · k1).

3項目は

[p1µk1ν + k1µp1ν − gµν(p1 · k1)](p2 + k2)
µ(p2 + k2)

ν

= 2p1 · (p2 + k2)k1 · (p2 + k2)− (p1 · k1)(p2 + k2)
2

= 2p1 · (p2 + k2)k1 · (p2 + k2)− 2M2(p1 · k1)− 2(p1 · k1)(p2 · k2).

以上から，

1

4

∑
spins

|M|2 =
8e4

q4
(F1 + F2)

2[(p1 · p2)(k1 · k2) + (p1 · k2)(k1 · p2)−M2(p1 · k1)]

+
2e4

q4

[
F2

2 +
F2

2

M2
(p2 · k2)− 4F2(F1 + F2)

]
× [p1 · (p2 + k2)k1 · (p2 + k2)−M2(p1 · k1)− (p1 · k1)(p2 · k2)].

[6.3.7]

ここで，初めに陽子が静止している実験系から見る：

pµ1 = (E, 0, 0, E), kµ1 = (E′, E′ sin θ, 0, E′ cos θ), pµ2 = (M, 0, 0, 0).

p1 + p2 = k1 + k2 から

kµ2 = (M + E − E′,−E′ sin θ, 0, E − E′ cos θ), E′ =
ME

M + 2E sin2 θ/2
.

q = p1 − k1 なので，
q2 = p1

2 + k1
2 − 2p1 · k1 = −2p1 · k1.

従って，

(p1 · p2)(k1 · k2) =ME(ME′ + EE′ − EE′ cos θ)
=MEE′

(
M + 2E sin2 θ/2

)
=M2E2,

(p1 · k2)(k1 · p2) = (ME − EE′ + EE′ cos θ)ME′

=ME′ME′

=M2E′2,

p1 · k1 = −1

2
q2.

以上から，[6.3.7]の第 1項は

8e4

q4
(F1 + F2)

2[(p1 · p2)(k1 · k2) + (p1 · k2)(k1 · p2)−M2(p1 · k1)]

=
4e4M2

q4
(F1 + F2)

2[2E2 + 2E′2 + q2].

q = k2 − p2 なので，

k2 · p2 =M2 − q2

2
.
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Problem 6.1: Rosenbluth formula

従って，

F2
2 +

F2
2

M2
(p2 · k2)− 4F2(F1 + F2)

= F2
2 +

F2
2

M2

(
M2 − q2

2

)
− 4F2(F1 + F2)

= −2

(
2F1F2 + F2

2 +
F2

2q2

4M2

)
及び

p1 · (p2 + k2)k1 · (p2 + k2)−M2(p1 · k1)− (p1 · k1)(p2 · k2)

=M(E + E′)M(E + E′) +M2 q
2

2
+

(
M2 − q2

2

)
q2

2

=M2

[
(E + E′)2 + q2 − q4

4M2

]
を得る．これらから，[6.3.7]の第 2項は

2e4

q4

[
F2

2 +
F2

2

M2
(p2 · k2)− 4F2(F1 + F2)

]
× [p1 · (p2 + k2)k1 · (p2 + k2)−M2(p1 · k1)− (p1 · k1)(p2 · k2)]

= −4e4M2

q4

[
(E + E′)2 + q2 − q4

4M2

](
2F1F2 + F2

2 +
F2

2q2

4M2

)
= −4e4M2

q4

[
(E + E′)2 + q2 − q4

4M2

](
(F1 + F2)

2 − F1
2 +

F2
2q2

4M2

)
.

以上から，

1

4

∑
spins

|M|2 =
4e4M2

q4
(F1 + F2)

2[2E2 + 2E′2 + q2]

− 4e4M2

q4

[
(E + E′)2 + q2 − q4

4M2

](
(F1 + F2)

2 − F1
2 +

F2
2q2

4M2

)
=

4e4M2

q4
(F1 + F2)

2

[
2E2 + 2E′2 − (E + E′)2 +

q4

4M2

]
− 4e4M2

q4

[
(E + E′)2 + q2 − q4

4M2

](
−F1

2 +
F2

2q2

4M2

)
=

4e4M2

q4
(F1 + F2)

2

[
(E − E′)2 +

q4

4M2

]
+

4e4M2

q4

[
(E + E′)2 + q2 − q4

4M2

](
F1

2 − F2
2q2

4M2

)
.

ここで，p2 · k2 =M2 +M(E − E′) =M2 − q2/2なので，

E − E′ = − q2

2M
.

p1 · k1 = −q2/2 = EE′(1− cos θ) = 2EE′ sin2 θ/2なので，

q2 = −4EE′ sin2 θ

2
.
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Problem 6.1: Rosenbluth formula

これらを使えば，

1

4

∑
spins

|M|2 =
4e4M2

q4
(F1 + F2)

2 q4

2M2

+
4e4M2

q4

[
E2 + E′2 + 2EE′ − 4EE′ sin2 θ

2
− q4

4M2

](
F1

2 − F2
2q2

4M2

)
=

4e4M2

q4
(F1 + F2)

2 q4

2M2

+
4e4M2

q4

[
(E − E′)2 + 4EE′ cos2 θ

2
− q4

4M2

](
F1

2 − F2
2q2

4M2

)
=

4e4M2

q4
(F1 + F2)

2 q4

2M2
+

4e4M2

q4

(
F1

2 − F2
2q2

4M2

)
4EE′ cos2 θ

2

=
4e4M2

q4
(F1 + F2)

2 q2

2M2

(
−4EE′ sin2 θ

2

)
+

4e4M2

q4

(
F1

2 − F2
2q2

4M2

)
4EE′ cos2 θ

2

=
16e4M2

q4
EE′

[(
F1

2 − q2

4M2
F2

2

)
cos2 θ

2
− q2

2M2
(F1 + F2)

2 sin2 θ

2

]
=

16e4M3E2

q4(M + 2E sin2 θ/2)

[(
F1

2 − q2

4M2
F2

2

)
cos2 θ

2
− q2

2M2
(F1 + F2)

2 sin2 θ

2

]
=
e4M(M + 2E sin2 θ/2)

E2 sin4 θ/2

[(
F1

2 − q2

4M2
F2

2

)
cos2 θ

2
− q2

2M2
(F1 + F2)

2 sin2 θ

2

]
=

16π2α2M(M + 2E sin2 θ/2)

E2 sin4 θ/2

[(
F1

2 − q2

4M2
F2

2

)
cos2 θ

2
− q2

2M2
(F1 + F2)

2 sin2 θ

2

]
.

(A.56)から

dσ =
1

4EM

d3k1d
3k2

(2π)64E1E2

1

4

∑
spins

|M|2(2π)4 δ(4)(p1 + p2 − k1 − k2)

=
1

4EM

d3k1
(2π)24E′E2

1

4

∑
spins

|M|2 δ(E +M − E′ − E2)

=
1

4EM

E′d cos θdE′

(2π)4E2

1

4

∑
spins

|M|2 δ(E +M − E′ − E2).

k2 = p1 + p2 − k1 なので，
|k2|2 = E2 + E′2 − 2EE′ cos θ.

さらに，
E2

2 = |k2|2 +M2 =M2 + E2 + E′2 − 2EE′ cos θ.

よって，

dσ

d cos θ
=

1

4EM

∫
E′dE′

(2π)4E2

1

4

∑
spins

|M|2 δ(E +M − E′ − E2)

=
1

4EM

E′

(2π)4E2

1

4

∑
spins

|M|2 E2

E2 + E′ − E cos θ

=
1

32πEM

1

4

∑
spins

|M|2 E′

E2 + E′ − E cos θ
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Problem 6.3: Exotic contributuons to g − 2

=
1

32πEM

1

4

∑
spins

|M|2 E′

E +M − E cos θ

=
1

32πEM

1

4

∑
spins

|M|2 E′

M + 2E sin2 θ/2

=
1

32π

1

4

∑
spins

|M|2 1

(M + 2E sin2 θ/2)2

=
1

32π

16π2α2M

E2 sin4 θ/2(M + 2E sin2 θ/2)

[(
F1

2 − q2

4M2
F2

2

)
cos2 θ

2
− q2

2M2
(F1 + F2)

2 sin2 θ

2

]
=

πα2M

2E2 sin4 θ/2(M + 2E sin2 θ/2)

[(
F1

2 − q2

4M2
F2

2

)
cos2 θ

2
− q2

2M2
(F1 + F2)

2 sin2 θ

2

]
.

Problem 6.3: Exotic contributuons to g − 2

(a)
相互作用のハミルトニアンは

Hint =
λ√
2
hψψ

なので，これは結合定数 g = λ/
√
2の Yukawa理論 (p.118)．

p′

p− k

p

k′ = k + q

k
q

p.189以降と同様に頂点補正を求める．上図に対応する振幅は

u(p′)δΓµ(p, p′)u(p) =
iλ2

2

∫
d4k

(2π)4

u(p′)
[
/k
′
γµ/k +m2γµ +m(/k

′
γµ + γµ/k)

]
u(p)

[(k − p)2 −mh
2](k′2 −m2)(k2 −m2)

で与えられる（以降は両端のスピノル u(p′) · · ·u(p)は省略する）．
まず，分母を求める．

` = k + yq − zp, D = `2 −∆+ iε, ∆ = −xyq2 + (1− z)2m2 + zmh
2

とおけば，分母は∫ 1

0

dx dy dz δ(x+ y + z − 1)
2

D3
=

∫ 1

0

dx dy dz δ(x+ y + z − 1)
2

(`2 −∆+ iε)3
.
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次に分子を求める．

/k
′
γµ + γµ/k = /qγ

µ + (/kγµ + γµ/k) = 2kµ + /qγ
µ = 2kµ + (/p

′ − /p)γ
µ = 2kµ + (m− /p)γ

µ

= 2kµ + γµ(m+ /p)− 2pµ

= 2kµ + 2mγµ − 2pµ
[6.3.8]

となるので，[6.3.3]と同様の計算を行えば

/k
′
γµ/k +m2γµ +m(/k

′
γµ + γµ/k)

= −1

2
γµ`2 + [(1− y)/q + z/p]γ

µ(−y/q + z/p) +m2γµ + 2mkµ + 2m2γµ − 2mpµ

となる．第 2項は

[(1− y)/q + z/p]γ
µ(−y/q + z/p)

= [(1− y − z)/q + z/p
′]γµ(−y/q + z/p)

= [(1− y − z)/q + zm]γµ(−y/q + zm)

= −y(1− y − z)/qγ
µ
/q + z(1− y − z)m/qγ

µ − yzmγµ/q + z2m2γµ

= −y(1− y − z)(2qµ − γµ/q)/q + z(1− y − z)m(2qµ − γµ/q)− yzmγµ/q + z2m2γµ

= −2y(1− y − z)qµ/q + y(1− y − z)γµ/q/q + 2z(1− y − z)mqµ − z(1− y − z)mγµ/q

− yzmγµ/q + z2m2γµ

= y(1− y − z)γµq2 + 2z(1− y − z)mqµ − z(1− z)mγµ/q + z2m2γµ

= y(1− y − z)γµq2 + 2z(1− y − z)mqµ − z(1− z)m(2p′µ − 2mγµ) + z2m2γµ

= y(1− y − z)γµq2 + 2z(1− y − z)mqµ − 2z(1− z)mp′µ + z(2− z)m2γµ

= yxγµq2 + 2zxmqµ − 2z(1− z)mp′µ + z(2− z)m2γµ.

他の項と併せて，分子は

= −1

2
γµ`2 + yxγµq2 + 2zxmqµ − 2z(1− z)mp′µ + z(2− z)m2γµ

+m2γµ + 2mkµ + 2m2γµ − 2mpµ

=

[
−`

2

2
+ (3 + 2z − z2)m2 + xyq2

]
γµ + 2zxmqµ − 2z(1− z)m(pµ + qµ)

+ 2m(`µ − yqµ + zpµ)− 2mpµ

=

[
−`

2

2
+ (3 + 2z − z2)m2 + xyq2

]
γµ + 2(z2 − 1)mpµ + 2(zx− z + z2 − y)mqµ

=

[
−`

2

2
+ (3 + 2z − z2)m2 + xyq2

]
γµ + (z2 − 1)m(pµ + p′µ) + (x− y)(1 + z)mqµ

=

[
−`

2

2
+ (3 + 2z − z2)m2 + xyq2

]
γµ + (z2 − 1)m(pµ + p′µ).

Gordon恒等式を使って変形すれば，

=

[
−`

2

2
+ (3 + 2z − z2)m2 + xyq2

]
γµ + (z2 − 1)m(2mγµ − iσµνqν)

=

[
−`

2

2
+ (1 + z)2m2 + xyq2

]
γµ +

iσµνqν
2m

2m2(1− z2).
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(6.33)(6.49)から

F2(q
2) =

iλ2

2

∫
d4`

(2π)4

∫ 1

0

dx dy dz δ(x+ y + z − 1)
2

(`2 −∆)3
u(p′)2m2(1− z2)u(p)

=
λ2

2

2m2

(4π)2

∫ 1

0

dx dy dz δ(x+ y + z − 1)
1− z2

−xyq2 + (1− z)2m2 + zmh
2
.

(6.37)から

g − 2

2
= F2(q

2 = 0)

=
λ2

2

2m2

(4π)2

∫ 1

0

dx dy dz δ(x+ y + z − 1)
1− z2

(1− z)2m2 + zmh
2

=
λ2

(4π)2

∫ 1

0

dz
(1− z2)(1− z)

(1− z)2 + z(mh/m)2
.

(c)
相互作用のハミルトニアンは

Hint =
iλ√
2
aψγ5ψ

なので，これは vertex factorが λγ5/
√
2の QED (p.123)．

p′

p− k

p

k′ = k + q

k
q

p.189以降と同様に頂点補正を求める．上図に対応する振幅は

u(p′)δΓµ(p, p′)u(p) = − iλ
2

2

∫
d4k

(2π)4

u(p′)γ5
[
/k
′
γµ/k +m2γµ +m(/k

′
γµ + γµ/k)

]
γ5u(p)

[(k − p)2 −ma
2](k′2 −m2)(k2 −m2)

=
iλ2

2

∫
d4k

(2π)4

u(p′)
[
/k
′
γµ/k +m2γµ −m(/k

′
γµ + γµ/k)

]
u(p)

[(k − p)2 −ma
2](k′2 −m2)(k2 −m2)

で与えられる（以降は両端のスピノル u(p′) · · ·u(p)は省略する）．
まず，分母を求める．

` = k + yq − zp, D = `2 −∆+ iε, ∆ = −xyq2 + (1− z)2m2 + zma
2
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Problem 6.3: Exotic contributuons to g − 2 | (c)

とおけば，分母は∫ 1

0

dx dy dz δ(x+ y + z − 1)
2

D3
=

∫ 1

0

dx dy dz δ(x+ y + z − 1)
2

(`2 −∆+ iε)3
.

分子は

= −1

2
γµ`2 + yxγµq2 + 2zxmqµ − 2z(1− z)mp′µ + z(2− z)m2γµ

+m2γµ − 2mkµ − 2m2γµ + 2mpµ

=

[
−`

2

2
− (z − 1)2m2 + xyq2

]
γµ + 2zxmqµ − 2z(1− z)m(pµ + qµ)

− 2m(`µ − yqµ + zpµ) + 2mpµ

=

[
−`

2

2
− (z − 1)2m2 + xyq2

]
γµ + 2(z − 1)2mpµ + 2(zx− z + z2 + y)mqµ

=

[
−`

2

2
− (z − 1)2m2 + xyq2

]
γµ + (z − 1)2m(pµ + p′µ) + (x− y)(z − 1)mqµ

=

[
−`

2

2
− (z − 1)2m2 + xyq2

]
γµ + (z − 1)2m(pµ + p′µ)

=

[
−`

2

2
− (z − 1)2m2 + xyq2

]
γµ + (z − 1)2m(2mγµ − iσµνqν)

=

[
−`

2

2
+ (z − 1)2m2 + xyq2

]
γµ +

iσµνqν
2m

(−2m2)(z − 1)2.

(6.33)(6.49)から

F2(q
2) =

iλ2

2

∫
d4`

(2π)4

∫ 1

0

dx dy dz δ(x+ y + z − 1)
2

(`2 −∆)3
u(p′)(−2m2)(z − 1)2u(p)

= −λ
2

2

2m2

(4π)2

∫ 1

0

dx dy dz δ(x+ y + z − 1)
(z − 1)2

−xyq2 + (1− z)2m2 + zma
2
.

(6.37)から

g − 2

2
= F2(q

2 = 0)

= −λ
2

2

2m2

(4π)2

∫ 1

0

dx dy dz δ(x+ y + z − 1)
(z − 12)

(1− z)2m2 + zma
2

= − λ2

(4π)2

∫ 1

0

dz
(1− z)3

(1− z)2 + z(ma/m)2
.

59



60

Chapter 7

Radiative Corrections: Some Formal
Developments

7.2 The LSZ Reduction formula

(7.45)

直前にある 4点相関函数について証明する．LSZ簡約公式 (7.42)から(
2∏
1

√
Zi

pi2 −m2

)(
2∏
1

√
Zi

ki2 −m2

)
〈p1p2|S |k1k2〉

=

(
2∏
1

∫
d4xie

ipi·xi

)(
2∏
1

∫
d4yie

iki·yi

)
〈Ω|T{φ(x1)φ(x2)φ(y1)φ(y2)} |Ω〉

=

p1 p2

k1 k2

= Amp

p1 p2

k1 k2

(7.44)とその後の式から

= Amp

p1 p2

k1 k2

× iZ

p12 −m2

iZ

p22 −m2

iZ

k12 −m2

iZ

k22 −m2
.



7.3. THE OPTICAL THEOREM

以上から，

〈p1p2|S |k1k2〉 = (
√
Z)4 Amp

p1 p2

k1 k2

.

7.3 The Optical Theorem

(7.53)

(7.52)の積分

iδM =
λ2

2

∫
d3q

(2π)4

∫
dq0

1

(q − k/2)2 −m2 + iε

1

(q + k/2)2 −m2 + iε

=
λ2

2

∫
d3q

(2π)4

∫
dq0

1

(q0 − k0/2)2 − Eq
2 + iε

1

(q0 + k0/2)2 − Eq
2 + iε

を下半分の半円上で q0 について実行する．この際に，q0 = −k0/2 + Eq − iεの極の留数のみ取れば，

iδM =
λ2

2

∫
d3q

(2π)4
1

(−k0 + Eq)2 − Eq
2

−2πi

2Eq

=
λ2

2

∫
d3q

(2π)4

∫
dq0

1

(q0 − k0/2)2 − Eq
2
(−2πi) δ((k/2 + q)2 −m2)

となる．従って，極を限定する操作は

1

(q + k/2)2 −m2 + iε
→ −2πi δ((k/2 + q)2 −m2)

とみなすことに等しい．

(7.55)

まず，
1

x+ iε
− 1

x− iε
=

−2iε

x2 + ε2
= −2πi δ(x)

である．実際，a < 0 < bで積分すれば，∫ b

a

1

x2 + ε2
dx =

1

ε

∫ b/ε

a/ε

1

x2 + 1
dx ≈ 1

ε

∫ +∞

−∞

1

x2 + 1
dx =

π

ε

となる．[a, b]が 0を含まなければ積分は 0となる．
(7.51)のあとで議論したように，s± iεでのMの不連続性を計算する．εは微小なので，k0 ± iεで計算し

てもよい．先ほど得られた式

iδM(k0) =
λ2

2

∫
d4q

(2π)4
1

(k0/2− q0)2 − Eq
2
(−2πi) δ((k/2 + q)2 −m2)

を使えば，

iDiscM = iδM(k0 + iε)− iδM(k0 − iε)
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(7.58)～(7.59)

=
λ2

2

∫
d4q

(2π)4

[
1

(k0/2− q0 + iε/2)2 − Eq
2
− 1

(k0/2− q0 − iε/2)2 − Eq
2

]
× (−2πi) δ((k/2 + q)2 −m2)

=
λ2

2

∫
d4q

(2π)4

[
1

(k0/2− q0 + iε/2)2 − Eq
2
− 1

(k0/2− q0 − iε/2)2 − Eq
2

]
× (−2πi) δ((k/2 + q)2 −m2)

=
λ2

2

∫
d4q

(2π)4

[
1

(k0/2− q0)2 − Eq
2 + iε

− 1

(k0/2− q0)2 − Eq
2 − iε/2

]
× (−2πi) δ((k/2 + q)2 −m2)

=
λ2

2

∫
d4q

(2π)4
(−2πi) δ((k

0/2− q0)2 − Eq
2)(−2πi) δ((k/2 + q)2 −m2)

=
λ2

2

∫
d4q

(2π)4
(−2πi) δ((k/2− q)2 −m2)(−2πi) δ((k/2 + q)2 −m2)

となる．従って，不連続値を求める操作は

1

(q − k/2)2 −m2 + iε
→ −2πi δ((k/2− q)2 −m2)

とみなすことに等しい．

(7.58)～(7.59)

mの定義は
m2 −m0

2 − ReM2(m2) = 0.

(7.44)と同様に，修正した伝播函数は

i

p2 −m0
2 − ReM2(p2)

∼ iZ

p2 −m2

で与えられる．従って，

i

p2 −m0
2 −M2(p2)

=
i

p2 −m0
2 − ReM2(p2)− i ImM2(p2)

=
iZ

p2 −m2 − iZ ImM2(p2)
.

Problems
Problem 6.3(a) の Yukawa vertex factor を求める際に dimensional regularization をする．これにより，

/̀γµ/̀の計算結果が変化する．(6.46)から

/̀γµ/̀ = `a`bγ
aγµγb → `2

d
gabγ

aγµγb =
`2

d
γaγµγa =

2− d

d
`2γµ.
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Final Project I: Radiation of Gluon Jets

(d)

µ2/s = β とする．被積分函数は

x1
2 + x2

2

(1− x1)(1− x2)
+

[
2(x1 + x2)

(1− x1)(1− x2)
− 1

(1− x1)2
− 1

(1− x2)2

]
β +

2

(1− x1)(1− x2)
β2.

積分範囲は (b)で求めた次の通り．

x1

x2

O 1− β

1− β

β の 1乗以上の項は無視する．被積分函数のうち β を含まない項は

I0 =

∫ 1−β

0

dx1

∫ 1−β/(1−x1)

1−x1−β
dx2

x1
2 + x2

2

(1− x1)(1− x2)

=

∫
dx1

1− x1

∫
x2

2 + x1
2

1− x2
dx2

=

∫
dx1

1− x1

∫ (
−x2 − 1− x1

2 + 1

x2 − 1

)
dx2

=

∫
dx1

1− x1

1

2

[
−2(x1

2 + 1) log(1− x2)− x2(x2 + 2)
]1−β/(1−x1)

1−x1−β

=

∫
dx1

1− x1

1

2

[
−2(x1

2 + 1) log β

1− x1
+ 2(x1

2 + 1) log(x1 + β)

]
+

∫
dx1

1− x1

1

2

[
−
(
1− β

1− x1

)(
3− β

1− x1

)
+ (1− x1 − β)(3− x1 − β)

]
≈
∫

dx1
1− x1

[
(x1

2 + 1) log(1− x1)− (x1
2 + 1) logβ + (x1

2 + 1) log(x1 + β)
]

+

∫
dx1

1− x1

x1
2 − 4x1
2

+

∫
dx1

1− x1

[
2β

1− x1
− 1

2

β2

(1− x1)2

]
.



(d)

ここで，(4− 2x1)β + β2 は積分すれば β1 以上の次数となるため，無視した．計算を継続する：

=

∫ 1−β

0

x1
2 + 1

1− x1
log(1− x1) dx1 − logβ

∫ 1−β

0

x1
2 + 1

1− x1
dx1

+

∫ 1−β

0

x1
2 + 1

1− x1
log(x1 + β) dx1 +

1

2

∫ 1−β

0

x1
2 − 4x1
1− x1

dx1

+

∫ 1−β

0

[
2β

(1− x1)2
− 1

2

β2

(1− x1)3

]
dx1.

第 1項： ∫ 1−β

0

x1
2 + 1

1− x1
log(1− x1) dx1 =

∫ 1

β

x2 − 2x+ 2

x
logx dx

=

[
2x− x2

4
+
x(x− 4)

2
logx+ log2 x

]1
β

≈ 7

4
− log2 β.

第 2項：

logβ
∫ 1−β

0

x1
2 + 1

1− x1
dx1 = logβ

∫ 1

β

x2 − 2x+ 2

x
dx

= logβ
[
x2

2
− 2x+ 2 logx

]1
β

≈ −3

2
logβ − 2 log2 β.

第 3項：∫ 1−β

0

x1
2 + 1

1− x1
log(x1 + β) dx1

=

∫ 1

β

x2 − 2x+ 2

x
log(1 + β − x) dx

=

[
(1 + β − x)2

2
log(1 + β − x)

]1
β

+ (1 + β)

∫ 1

β

log(1 + β − x) dx+
1

2

∫ 1

β

(1 + β − x) dx

− 2

∫ 1

β

log(1 + β − x) dx

+ 2

∫ 1

β

log(1 + β − x)

x
dx

≈ −
∫ 1

β

log(1 + β − x) dx+
1

2

∫ 1

β

(1 + β − x) dx+ 2

∫ 1

β

log(1 + β − x)

x
dx

=

[
(1 + β − x) log(1 + β − x) + x− 1

4
(1 + β − x)2

]1
β

+ 2

∫ 1

β

log(1 + β − x)

x
dx

≈ 5

4
+ 2

∫ 1

β

log(1 + β − x)

x
dx

≈ 5

4
+ 2

∫ 1/(1+β)

β/(1+β)

log(1 + β) + log(1− x)

x
dx
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(d)

≈ 5

4
+ 2

∫ 1/(1+β)

β/(1+β)

log(1− x)

x
dx

≈ 5

4
+ 2

∫ 1

0

log(1− x)

x
dx

=
5

4
− π2

3
.

第 4項：

1

2

∫ 1−β

0

x1
2 − 4x1
1− x1

dx1 =
1

2

∫ 1−β

0

(
3− x− 3

1− x

)
dx

=
1

2

[
3x− x2

2
+ 3 log(1− x)

]1−β
0

=
5

4
+

3

2
logβ.

第 5項： ∫ 1−β

0

[
2β

(1− x1)2
− 1

2

β2

(1− x1)3

]
dx1 =

[
2β

1− x1
− 1

4

β2

(1− x1)2

]1−β
0

≈ 7

4
.

以上から，

I0 =
7

4
− log2 β −

(
−3

2
logβ − 2 log2 β

)
+

5

4
− π2

3
+

5

4
+

3

2
logβ +

7

4

= 6 + 3 logβ + log2 β − π2

3
.

[I.1]

被積分函数のうち β1 を含む項は

I1 = β

∫ 1−β

0

dx1

∫ 1−β/(1−x1)

1−x1−β
dx2

[
2(x1 + x2)

(1− x1)(1− x2)
− 1

(1− x1)2
− 1

(1− x2)2

]
= β

∫
dx1

∫
dx2

[
2(x1 + x2)

(1− x1)(1− x2)
− 1

(1− x1)2
− 1

(1− x2)2

]
= β

∫
dx1

∫
dx2

[
4− 2(1− x1)− 2(1− x2)

(1− x1)(1− x2)
− 1

(1− x1)2
− 1

(1− x2)2

]
= β

∫
dx1

∫
dx2

[
4

(1− x1)(1− x2)
− 2

1− x1
− 2

1− x2
− 1

(1− x1)2
− 1

(1− x2)2

]
= β

∫
dx1

∫
dx2

[
4

(1− x1)(1− x2)
− 4

1− x1
− 2

(1− x1)2

]
,

計算の最後で，積分が x1, x2 に関して対称であることを用いた．第 1項：

4β

∫ 1−β

0

dx1
1− x1

∫ 1−β/(1−x1)

1−x1−β

dx2
1− x2

= 4β

∫ 1−β

0

[− log(1− x2)]
1−β/(1−x1)
1−x1−β

= 4β

∫ 1−β

0

[
log(x1 + β)− log β

1− x1

]
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(e)

= 4β

∫ 1−β

0

log(x1 + β)

1− x1
dx1 − 4β logβ

∫ 1−β

0

dx1
1− x1

+ 4β

∫ 1−β

0

log(1− x1)

1− x1
dx1

= 4β

∫ 1

β

log(1 + β − x)

x
dx+ 4β logβ [log(1− x1)]

1−β
0 + 2β

[
log2(1− x1)

]1−β
0

= 4β

∫ 1

β

log(1 + β − x)

x
dx+ 4β log2 β + 2β log2 β

初めの積分については，I0 の第 3項と同様に計算すればよいので，

≈ 4β

(
−π

2

6

)
+ 4β log2 β + 2β log2 β

≈ 0.

第 2項：

4β

∫ 1−β

0

dx1
1− x1

∫ 1−β/(1−x1)

1−x1−β
dx2 = 4β

∫ 1−β

0

dx1
1− x1

(
x1 + β − β

1− x1

)
= 4β

∫ 1−β

0

dx1

[
−1 +

β + 1

1− x1
− β

(1− x1)2

]
≈ 0.

第 3項：

2β

∫ 1−β

0

dx1
(1− x1)2

∫ 1−β/(1−x1)

1−x1−β
dx2 = 2β

∫ 1−β

0

dx1
(1− x1)2

(
x1 + β − β

1− x1

)
= 2β

∫ 1−β

0

dx1

[
1

x1 − 1
+

β + 1

(1− x1)2
− β

(1− x1)3

]
= 2β

[
log(1− x1) +

β + 1

1− x1
− β

2(1− x1)2

]1−β
0

= 2β

[
logβ +

1

β
− β − 1

2β
+
β

2

]
≈ 1.

以上から，

I1 ≈ 0− 0− 1 = −1. [I.2]

I1 の第 1項の計算結果から，積分のうち β2 を含む項は 0である．[I.1][I.2]から，積分は

I0 + I1 = 5 + 3 logβ + log2 β − π2

3
.

(e)

(a)で得られた Feynmanパラメータの積分∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dz

[
log zβ

zβ − x(1− x− z)
+

(1− x)(x+ z)

zβ − x(1− x− z)

]
を計算する．
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(e)

発散しない項：∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dz log(zβ) =
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dz (log z + logβ)

=

∫ 1

0

dx [z log z − z + z logβ]1−x0

=

∫ 1

0

dx [(1− x) log(1− x)− (1− x) + (1− x) logβ]

=

∫ 1

0

dx [x logx− x+ x logβ]

=

[
x2

2
logx− x2

4
− x2

2
+
x2

2
logβ

]1
0

=
1

2
logβ − 3

4
.

[I.3]

簡単のため，
F (z) = zβ − x(1− x− z) = (x+ β)z − x(1− x)

とおく．logF (z)には特異点
z1 =

x− β

x+ β
(1− x)

が存在するので，それを回避するように積分する．

Re z

Im z

O z0 = x−β
x+β (1− x) z1 = x(1−x)

x+β
1− x

線分での積分は*1∫ F=−β(1−x)

F=−x(1−x)
dz logF (z)

=

∫ −β(1−x)
−x(1−x)

dF
dz

dF
logF

=
1

x+ β

∫ x(1−x)

β(1−x)
dr (log r + iπ)

= iπ
x− β

x+ β
(1− x) +

1

x+ β

∫ x(1−x)

β(1−x)
log r dr

= iπ
x− β

x+ β
(1− x) +

1

x+ β
[r log r − r]

x(1−x)
β(1−x)

= iπ
x− β

x+ β
(1− x) +

x(1− x)

x+ β
[logx(1− x)− 1]− β

1− x

x+ β
[logβ(1− x)− 1]

*1 積分結果のうち実部しか使わないので，分岐はどう選んでも結構

67



(e)

= iπ
x− β

x+ β
(1− x) +

x(1− x)

x+ β
[logx+ log(1− x)− 1]− β

1− x

x+ β
[logβ + log(1− x)− 1]

= (iπ − 1)
x− β

x+ β
(1− x) +

x− β

x+ β
(1− x) log(1− x) +

x(1− x)

x+ β
logx− β logβ 1− x

x+ β
.

半円
z = z1 +

1− x

x+ β
βeiθ (θ : π → 0), F = (x+ β)(z − z1) = β(1− x)eiθ

での積分は ∫ θ=0

θ=π

dz logF =

∫ 0

π

dθ
dz

dθ
logβ(1− x)eiθ

= iβ
1− x

x+ β

∫ 0

π

dθ eiθ[iθ + logβ(1− x)]

= β
1− x

x+ β

∫ π

0

dθ θeiθ + iβ
1− x

x+ β
logβ(1− x)

∫ 0

π

dθ eiθ

= β
1− x

x+ β

[
(1− iθ)eiθ

]π
0
+ iβ

1− x

x+ β
logβ(1− x)

[
−ieiθ

]0
π

= β
1− x

x+ β

[
(1− iθ)eiθ

]π
0
+ iβ

1− x

x+ β
logβ(1− x)

[
−ieiθ

]0
π

= β
1− x

x+ β
[iπ − 2] + iβ

1− x

x+ β
logβ(1− x) [−2i]

= (iπ − 2 + 2 logβ)β 1− x

x+ β
+ 2β

1− x

x+ β
log(1− x)

従って，積分は∫ 1−x

0

dz log 1

F
= −(iπ − 1)

x− β

x+ β
(1− x)− x− β

x+ β
(1− x) log(1− x)− x(1− x)

x+ β
logx+ β logβ 1− x

x+ β

− (iπ − 2 + 2 logβ)β 1− x

x+ β
− 2β

1− x

x+ β
log(1− x)

= −(iπ − 2 + logβ)β 1− x

x+ β
− (iπ − 1)

x− β

x+ β
(1− x)

− (1− x) log(1− x)− x(1− x)

x+ β
logx.

これを x : 0 → 1で積分する．第 1項：

−(iπ − 2 + logβ)β
∫ 1

0

dx
1− x

x+ β
= −(iπ − 2 + logβ)β

∫ 1

0

dx

(
−1 +

1 + β

x+ β

)
= −(iπ − 2 + logβ)β [−x+ (1 + β) log(x+ β)]

1
0

= −(iπ − 2 + logβ)β
[
−1 + (1 + β) log 1 + β

β

]
≈ 0.

第 2項：

−(iπ − 1)

∫ 1

0

dx
x− β

x+ β
(1− x) = −(iπ − 1)

∫ 1

0

dx
−(x+ β)(x− 1− 2β)− 2β(1 + β)

x+ β

= −(iπ − 1)

∫ 1

0

dx

[
−x+ 1 + 2β − 2β(1 + β)

1

x+ β

]
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(e)

= −(iπ − 1)

[
−x

2

2
+ (1 + 2β)x− 2β(1 + β) log(x+ β)

]1
0

= −(iπ − 1)

[
−1

2
+ (1 + 2β)− 2β(1 + β) log 1 + β

β

]
= −(iπ − 1)

[
−1

2
+ (1 + 2β)− 2β(1 + β) log 1 + β

β

]
≈ 1

2
(1− iπ).

第 3項：

−
∫ 1

0

dx (1− x) log(1− x) = −
∫ 1

0

dxx logx

= −
[
x2

2
logx− x2

4

]1
0

=
1

4
.

第 4項：

−
∫ 1

0

dx
x(1− x)

x+ β
logx =

∫ 1

0

dx

[
x− β − 1 +

β(β + 1)

x+ β

]
logx

=

∫ 1

0

x logx dx− (β + 1)

∫ 1

0

logx dx+ β(β + 1)

∫ 1

0

logx
x+ β

dx

= −1

4
+ (β + 1) + β(β + 1)

∫ 1

0

logx
x+ β

dx

≈ 3

4
.

以上から， ∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dz log 1

F
= 0 +

1

2
(1− iπ) +

1

4
+

3

4
=

3− iπ

2
. [I.4]

有理多項式の項も極 z1 が存在するので，先程と同じ経路で積分する．線分での積分は∫ z0

0

dz
(1− x)(x+ z)

zβ − x(1− x− z)
=

1− x

x+ β

∫ z0

0

z + x

z − z1
dz

=
1− x

x+ β

∫ z0

0

(
1 +

x+ z1
z − z1

)
dz

=
1− x

x+ β

[
z0 + (x+ z1) log

∣∣∣∣z0 − z1
z1

∣∣∣∣]
=

1− x

x+ β

[
x− β

x+ β
(1− x) + (1 + β)

x

x+ β
log β

x

]
=

(
1− x

x+ β

)2

(x− β) + (1 + β) logβ x(1− x)

(x+ β)2
− (1 + β)

x(1− x)

(x+ β)2
logx.

半円
z = z1 +

1− x

x+ β
βeiθ (θ : π → 0)
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(e)

での積分は ∫
dz

(1− x)(x+ z)

zβ − x(1− x− z)
=

1− x

x+ β

∫ θ=0

θ=π

z + x

z − z1

dz

dθ
dθ

=
1− x

x+ β

∫ 0

π

i(z + x) dθ

= i
1− x

x+ β

∫ 0

π

[
(1 + β)

x

x+ β
+ β

1− x

x+ β
eiθ
]
dθ

= i
1− x

x+ β

[
−π(1 + β)

x

x+ β
− 2iβ

1− x

x+ β

]
= −iπ(1 + β)

x(1− x)

(x+ β)2
+ 2β

(
1− x

x+ β

)2

.

以上から， ∫ 1−x

0

dz
(1− x)(x+ z)

zβ − x(1− x− z)

=

(
1− x

x+ β

)2

(x− β) + (1 + β) logβ x(1− x)

(x+ β)2
− (1 + β)

x(1− x)

(x+ β)2
logx

− iπ(1 + β)
x(1− x)

(x+ β)2
+ 2β

(
1− x

x+ β

)2

=
(1− x)2

x+ β
+ (1 + β)(logβ − iπ)

x(1− x)

(x+ β)2
− (1 + β)

x(1− x)

(x+ β)2
logx.

これを x : 0 → 1で積分する．第 1項：∫ 1

0

dx
(1− x)2

x+ β
=

∫ 1+β

β

(1 + β − x)2

x

=

∫ 1+β

β

x2 − 2(1 + β)x+ (1 + β)2

x

=

[
x2

2
− 2(1 + β)x+ (1 + β)2 logx

]1+β
β

=
1 + 2β

2
− 2(1 + β) + (1 + β)2 log 1 + β

β

≈ −3

2
− logβ.

第 2項：

(1 + β)(logβ − iπ)

∫ 1

0

dx
x(1− x)

(x+ β)2
= (1 + β)(logβ − iπ)

∫ 1+β

β

(x− β)(1 + β − x)

x2

= (1 + β)(logβ − iπ)

∫ 1+β

β

−x2 + (1 + 2β)x− β(1 + β)

x2

= (1 + β)(logβ − iπ)

[
−x+ (1 + 2β) logx+ β(1 + β)

1

x

]1+β
β

= (1 + β)(logβ − iπ)

[
−1 + (1 + 2β) log 1 + β

β
− 1

]
≈ (logβ − iπ) [−2− logβ]
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(e)

= −2 logβ − log2 β + iπ(2 + logβ)

第 3項：

−
∫ 1

0

dx
x(1− x)

(x+ β)2
logx

= −
∫ 1+β

β

dx
(x− β)(1 + β − x)

x2
log(x− β)

= −
∫ 1+β

β

dx
−x2 + (1 + 2β)x− β(1 + β)

x2
log(x− β)

=

∫ 1+β

β

dx log(x− β)− (1 + 2β)

∫ 1+β

β

dx
log(x− β)

x
+ β(1 + β)

∫ 1+β

β

dx
log(x− β)

x2
.

第 3項の第 1項： ∫ 1+β

β

dx log(x− β) =

∫ 1

0

dx logx = −1.

第 3項の第 2項：∫ 1+β

β

dx
log(x− β)

x
=

∫ 1+1/β

1

dx
logβ(x− 1)

x

=

∫ 1+1/β

1

dx
logβ + log(x− 1)

x

= logβ
∫ 1+1/β

1

dx

x
+

∫ 1+1/β

1

dx
log(x− 1)

x

= logβ log 1 + β

β
+

∫ β/(1+β)

1

(
−dx
x2

)
x log

(
1

x
− 1

)
≈ − log2 β +

∫ 1

β/(1+β)

dx
log(1− x)− logx

x

= − log2 β +

∫ 1

β/(1+β)

dx
log(1− x)

x
−
∫ 1

β/(1+β)

dx
logx
x

≈ − log2 β − π2

6
−
[
1

2
log2 x

]1
β/(1+β)

≈ − log2 β − π2

6
+

1

2
log2 β

1 + β

≈ −1

2
log2 β − π2

6
.

第 3項の第 3項：

β(1 + β)

∫ 1+β

β

dx
log(x− β)

x2
= (1 + β)

∫ 1+1/β

1

dx
logβ(x− 1)

x2

= (1 + β)

∫ 1+1/β

1

dx
logβ + log(x− 1)

x2

= (1 + β) logβ
∫ 1+1/β

1

dx

x2
+ (1 + β)

∫ 1+1/β

1

dx
log(x− 1)

x2
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(e)

= logβ + (1 + β)

∫ β/(1+β)

1

(
−dx
x2

)
x2 log

(
1

x
− 1

)
= logβ + (1 + β)

∫ 1

β/(1+β)

dx log 1− x

x

= logβ + (1 + β)

∫ 1

β/(1+β)

dx log(1− x)− (1 + β)

∫ 1

β/(1+β)

dx logx

= logβ + (1 + β)

∫ 1/(1+β)

0

dx logx− (1 + β)

∫ 1

β/(1+β)

dx logx

= logβ + (1 + β)[x logx− x]
1/(1+β)
0 − (1 + β)[x logx− x]1β/(1+β)

≈ logβ.

従って，第 3項は

−
∫ 1

0

dx
x(1− x)

(x+ β)2
logx = −1 +

1

2
log2 β +

π2

6
+ logβ.

以上から，xでの積分結果は∫ 1−x

0

dz
(1− x)(x+ z)

zβ − x(1− x− z)

= −3

2
− logβ − 2 logβ − log2 β + iπ(2 + logβ)− 1 +

1

2
log2 β +

π2

6
+ logβ

= −5

2
− 1

2
log2 β − 2 logβ +

π2

6
+ iπ(2 + logβ).

[I.5]

[I.3][I.4][I.5]から，積分は

1

2
logβ − 3

4
+

3− iπ

2
− 5

2
− 1

2
log2 β − 2 logβ +

π2

6
+ iπ(2 + logβ)

= −7

4
− 1

2
log2 β − 3

2
logβ +

π2

6
+
iπ

2
(3 + 2 logβ).
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Chapter 9

Functional Methods

9.5 Functional Quantization of Spinor Fields

Functional determinant

i /D −mの固有値と固有ベクトルを
(i /D −m)ψi = biψi

とする．(9.76)をWick回転して∫
Dψ̄Dψ exp

[
−
∫
d4x ψ̄(i /D −m)ψ

]
=

∫
Dψ̄Dψ exp

[
−
∑
i

∫
d4x ψ̄ibiψi

]

=
∏
i

∫
Dψ̄iDψi exp

[
−
∫
d4x ψ̄ibiψi

]
=
∏
i

∏
x

∫
dψ̄i(x) dψi(x) exp

[
−ψ̄i(x)bi(x)ψi(x)

]
=
∏
i

∏
x

bi(x).

最後に (9.67)を使った．これは i /D −mの固有値の積なので，det(i /D −m)と表せる．

Problems

Problem 9.1: Scalar QED

伝播函数を計算しておく．スカラー粒子は

(−∂2 −m2 + iε)DF (x− y) = (−∂2 −m2 + iε)

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iε
e−ip(x−y)

= i

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

= i δ(4)(x− y).

光子は (9.58)から

(∂2gµν − iεgµν)xD
νρ
F (x− y) = (∂2gµν − iεgµν)x

∫
d4k

(2π)4
−i

k2 + iε
gνρe−ik(x−y)



Problem 9.1: Scalar QED

= iδµ
ρ δ(4)(x− y).

相互作用を含むラグランジアンは

L = −1

4
FµνF

µν + (Dµφ)
∗(Dµφ)−m2φ∗φ

= −1

4
FµνF

µν + (∂µφ
∗ − ieAµφ

∗)(∂µφ+ ieAµφ)−m2φ∗φ

= −1

4
FµνF

µν + (∂µφ
∗)(∂µφ) + ieAµ(φ∂µφ

∗ − φ∗∂µφ)−m2φ∗φ+ e2A2|φ|2

= −1

4
FµνF

µν − φ∗(∂2 +m2)φ+ ieAµ(φ∂µφ
∗ − φ∗∂µφ) + e2A2|φ|2

（最後は部分積分を行い，表面項を無視した）．このうち，自由場は

L0 = −1

4
FµνF

µν − φ∗(∂2 +m2)φ.

自由場の生成函数を次のように定義する：

Zfree[Jem, Js, J
∗
s ] =

∫
DA

∫
Dφ
∫

Dφ∗ exp
[
i

∫
d4x (L0 +AµJ

µ
em − J∗sφ+ φ∗Js)

]
=

∫
Dφ
∫

Dφ∗ exp
[
i

∫
d4x

(
φ∗(−∂2 −m2 + iε)φ− J∗sφ+ φ∗Js

)]
×
∫

DA exp
[
i

∫
d4x

(
−1

4
FµνF

µν +AµJ
µ
em

)]
.

第 1項を計算する（xについての積分は省略）．(9.36)以降の計算と同様に

φ(x) = φ′(x) + i

∫
d4y DF (x− y)Js(y)

とおけば，

φ∗(x)(−∂2 −m2 + iε)φ(x)− Jsx(x)
∗φ(x) + φ∗(x)Js(x)

=

[
φ′∗(x)− i

∫
d4y DF (x− y)J∗s (y)

]
(−∂2 −m2 + iε)x

[
φ′(x) + i

∫
d4y DF (x− y)Js(y)

]
− J∗s (x)

[
φ′(x) + i

∫
d4y DF (x− y)Js(y)

]
+ Js(x)

[
φ′∗(x)− i

∫
d4y DF (x− y)J∗s (y)

]
= φ′∗(x)(−∂2 −m2 + iε)φ′(x)− i

∫
d4y DF (x− y)J∗s (y)(−∂2 −m2 + iε)φ′(x)

−
[
φ′∗(x)− i

∫
d4y DF (x− y)J∗s (y)

] ∫
d4y δ(4)(x− y)Js(y)

− J∗s (x)φ
′(x) + Js(x)φ

′∗(x)− 2i

∫
d4y J∗s (x)DF (x− y)Js(y)

= φ′∗(x)(−∂2 −m2 + iε)φ′(x)− i

∫
d4y

[
(−∂2 −m2 + iε)xDF (x− y)

]
J∗s (y)φ

′(x)

−
[
φ′∗(x)− i

∫
d4y DF (x− y)J∗s (y)

]
Js(x)

− J∗s (x)φ
′(x) + Js(x)φ

′∗(x)− 2i

∫
d4y J∗s (x)DF (x− y)Js(y)

= φ′∗(x)(−∂2 −m2 + iε)φ′(x) +

∫
d4y δ(4)(x− y)J∗s (y)φ

′(x)
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−
[
φ′∗(x)− i

∫
d4y DF (x− y)J∗s (y)

]
Js(x)

− J∗s (x)φ
′(x) + Js(x)φ

′∗(x)− 2i

∫
d4y J∗s (x)DF (x− y)Js(y)

= φ′∗(x)(−∂2 −m2 + iε)φ′(x)− i

∫
d4y J∗s (x)DF (x− y)Js(y).

第 2項を計算する（xについての積分は省略）．

Aµ(x) = A′µ(x) + i

∫
d4y DF

µν(x− y)Jνem(y)

とおけば，

− 1

4
FµνF

µν +AµJ
µ
em

=
1

2
Aµ(x)(∂

2gµν − iεgµν)Aν(x) +Aµ(x)J
µ
em(x)

=
1

2

[
A′µ(x) + i

∫
d4y DF

µσ(x− y)Jσem(y)

]
(∂2gµν − iεgµν)x

[
A′ν(x) + i

∫
d4y DF

νρ(x− y)Jρem(y)

]
+

[
A′µ(x) + i

∫
d4y DF

µν(x− y)Jνem(y)

]
Jµem(x)

=
1

2
A′µ(x)(∂

2gµν − iεgµν)A′ν(x) +
i

2

∫
d4y DF

µσ(x− y)Jσem(y)(∂
2gµν − iεgµν)A′ν(x)

− 1

2

[
A′µ(x) + i

∫
d4y DF

µσ(x− y)Jσem(y)

]
Jµem(x)

+

[
A′µ(x) + i

∫
d4y DF

µν(x− y)Jνem(y)

]
Jµem(x)

=
1

2
A′µ(x)(∂

2gµν − iεgµν)A′ν(x) +
i

2

∫
d4y (∂2gµν − iεgµν)xD

F
µσ(x− y)Jσem(y)A

′
ν(x)

− 1

2

[
A′µ(x) + i

∫
d4y DF

µσ(x− y)Jσem(y)

]
Jµem(x)

+

[
A′µ(x) + i

∫
d4y DF

µν(x− y)Jνem(y)

]
Jµem(x)

=
1

2
A′µ(x)(∂

2gµν − iεgµν)A′ν(x)−
1

2

∫
d4y δνσ δ

(4)(x− y)Jσem(y)A
′
ν(x)

− 1

2

[
A′µ(x) + i

∫
d4y DF

µσ(x− y)Jσem(y)

]
Jµem(x)

+

[
A′µ(x) + i

∫
d4y DF

µν(x− y)Jνem(y)

]
Jµem(x)

=
1

2
A′µ(x)(∂

2gµν − iεgµν)A′ν(x)−
1

2
Jνem(x)A

′
ν(x)

− 1

2

[
A′µ(x) + i

∫
d4y DF

µσ(x− y)Jσem(y)

]
Jµem(x)

+

[
A′µ(x) + i

∫
d4y DF

µν(x− y)Jνem(y)

]
Jµem(x)

=
1

2
A′µ(x)(∂

2gµν − iεgµν)A′ν(x) +
i

2

∫
d4y Jµem(x)D

F
µν(x− y)Jνem(y).

以上から，

Zfree[Jem, Js, J
∗
s ]
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= Zfree[0, 0, 0] exp
[∫

d4x

∫
d4y

(
J∗s (x)DF (x− y)Js(y)−

1

2
Jµem(x)D

F
µν(x− y)Jνem(y)

)]
を得る．
相互作用項

Lint = ieAµ(φ∂µφ
∗ − φ∗∂µφ) + e2A2|φ|2

を含めた生成函数は

Z[Jem, Js, J
∗
s ] = Zfree[Jem, Js, J

∗
s ]

∫
DA

∫
Dφ
∫

Dφ∗ exp
[
i

∫
d4xLint

]
= Zfree[Jem, Js, J

∗
s ]

∫
DA

∫
Dφ
∫

Dφ∗ exp
[
i

∫
d4x e2A2|φ|2

]
× exp

[
i

∫
d4x ieAµ(φ∂µφ

∗ − φ∗∂µφ)

]
≈ Zfree[Jem, Js, J

∗
s ]

∫
DA

∫
Dφ
∫

Dφ∗
[
1 + ie2

∫
d4xA(x)2|φ(x)|2

]
×
[
1− e

∫
d4xAµ(x) {φ(x)∂µφ∗(x)− φ∗(x)∂µφ(x)}

]
となる．

(9.35)と同様に汎函数微分をすれば伝播函数が求まる．例えば，

〈0|Tφ(x1)φ∗(x2) |0〉 =
1

Zfree[0, 0, 0]

(
+i

δ

δJ∗s (x2)

)(
−i δ

δJs(x1)

)
Zfree[Jem, Js, J

∗
s ]
∣∣∣
J=0

.
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Chapter 10

Systematics of Renormalization

10.3 Renormalization of Quantum Electrodynamics

(10.42)

(10.39)で定義したように，

1PI = +

−iΣ(/p) = −iΣ2(/p) + i(/pδ2 − δm).

(10.43)

(10.39)で定義したように，

1PI = +

iΠ = iΠ2 − iδ3.

(10.45)

計算すべき函数は (6.38)に光子質量を導入し，次元正則化したもの：

u(p′)δΓµ(p′, p)u(p) = −ie2
∫

ddk

(2π)d
u(p′)γν(/k

′
+m)γµ(/k +m)γνu(p)

[(k − p)2 − µ2 + iε](k′2 −m2 + iε)(k2 −m2 + iε)
.

(6.43)と同様に分母を計算すれば

` = k + yq − zp, ∆ = (1− z)2m2 + zµ2 − xyq2

として

1

[(k − p)2 − µ2 + iε](k′2 −m2 + iε)(k2 −m2 + iε)
=

∫ 1

0

dx dy dz δ(x+ y + z − 1)
2

(`2 −∆)3
.



(10.45)

分母を計算する．(A.55)を使えば

γν(/k
′
+m)γµ(/k +m)γν

= γν/k
′
γµ/kγν +mγν/k

′
γµγν +mγνγµ/kγν +m2γνγµγν

= −2/kγµ/k
′
+ (4− d)/k

′
γµ/k − (d− 2)m2γµ +m[4(k + k′)µ − (4− d)(/k

′
γµ + γµ/k)].

[10.3.1]

簡単のため，
k = `+ a, k′ = `+ b, a = −yq + zp, b = (1− y)q + zp

とおく．`1 の項は積分すれば 0なので無視し，[6.3.2]を使えば，

/qγ
µ
/q = /q(γ

µγν)qν = /q(2g
µν − γνγµ)qν = 2qµ/q − /q/qγ

µ = −q2γµ.

これらを使えば，

/kγµ/k
′
= (/̀ + /a)γµ(/̀ + /b)

= /̀γµ/̀ + /aγµ/b

=
2− d

d
`2γµ + (−y/q + z/p)γ

µ[(1− y)/q + z/p]

=
2− d

d
`2γµ + [−y/q + z(/p

′ − /q)]γ
µ[(1− y)/q + zm]

=
2− d

d
`2γµ + [−(y + z)/q + z/p

′]γµ[(1− y)/q + zm]

=
2− d

d
`2γµ + [−(1− x)/q + zm]γµ[(1− y)/q + zm]

=
2− d

d
`2γµ − (1− x)(1− y)/qγ

µ
/q − (1− x)zm/qγ

µ + (1− y)zmγµ/q + z2m2γµ

=
2− d

d
`2γµ + (1− x)(1− y)q2γµ − (1− x)zm/qγ

µ + (1− y)zmγµ/q + z2m2γµ

=
2− d

d
`2γµ + (1− x)(1− y)q2γµ − (1− x)zm(2qµ − γµ/q) + (1− y)zmγµ/q + z2m2γµ

=
2− d

d
`2γµ + (1− x)(1− y)q2γµ − 2(1− x)zmqµ + (2− x− y)zmγµ/q + z2m2γµ

=
2− d

d
`2γµ + (1− x)(1− y)q2γµ − 2(1− x)zmqµ + (1 + z)zmγµ/q + z2m2γµ

および

/k
′
γµ/k = (/̀ + /b)γµ(/̀ + /a)

= /̀γµ/̀ + /bγµ/a

=
2− d

d
`2γµ + [(1− y)/q + z/p]γ

µ(−y/q + z/p)

=
2− d

d
`2γµ + [(1− y)/q + z(/p

′ − /q)]γ
µ(−y/q + zm)

=
2− d

d
`2γµ + [(1− y − z)/q + z/p

′]γµ(−y/q + zm)

=
2− d

d
`2γµ + [x/q + zm]γµ(−y/q + zm)

=
2− d

d
`2γµ − xy/qγ

µ
/q + xzm/qγ

µ − yzmγµ/q + z2m2γµ

=
2− d

d
`2γµ + xyq2γµ + xzm/qγ

µ − yzmγµ/q + z2m2γµ

79



(10.45)

=
2− d

d
`2γµ + xyq2γµ + xzm(2qµ − γµ/q)− yzmγµ/q + z2m2γµ

=
2− d

d
`2γµ + xyq2γµ + 2xzmqµ − (x+ y)zmγµ/q + z2m2γµ

=
2− d

d
`2γµ + xyq2γµ + 2xzmqµ − (1− z)zmγµ/q + z2m2γµ

が得られる．したがって，[10.3.1]の第 1, 2項は

− 2/kγµ/k
′
+ (4− d)/k

′
γµ/k

= −2

[
2− d

d
`2γµ + (1− x)(1− y)q2γµ − 2(1− x)zmqµ + (1 + z)zmγµ/q + z2m2γµ

]
+ (4− d)

[
2− d

d
`2γµ + xyq2γµ + 2xzmqµ − (1− z)zmγµ/q + z2m2γµ

]
=

(2− d)2

d
`2γµ − 2(1− x)(1− y)q2γµ + (4− d)xyq2γµ

− [2(1 + z) + (4− d)(1− z)] zmγµ/q + [4(1− x) + 2(4− d)x] zmqµ + (2− d)z2m2γµ

=
(2− d)2

d
`2γµ − 2(1− x)(1− y)q2γµ + (4− d)xyq2γµ

− [2(1 + z) + (4− d)(1− z)] zm(2p′µ − 2mγµ) + [4(1− x) + 2(4− d)x] zm(p′µ − pµ)

+ (2− d)z2m2γµ.

[10.3.2]

[10.3.1]の第 4項は

4m(kµ + k′µ) = 4m [(1− 2y)qµ + 2zpµ]

= 4m [(1− 2y)(p′µ − pµ) + 2zpµ]

= 4m [(1− 2y)p′µ + (−1 + 2y + 2z)pµ]

= 4m [(1− 2y)p′µ + (1− 2x)pµ] .

[10.3.3]

[10.3.1]の第 5項は，[6.3.8]から

−(4− d)m(/k
′
γµ + γµ/k) = −(4− d)m(2kµ + 2mγµ − 2pµ)

= −(4− d)m(−2yqµ + 2zpµ + 2mγµ − 2pµ)

= −(4− d)m[−2y(p′µ − pµ) + 2zpµ + 2mγµ − 2pµ]

= −(4− d)m[−2yp′µ + 2(y + z − 1)pµ + 2mγµ]

= −(4− d)m[−2yp′µ − 2xpµ + 2mγµ].

[10.3.4]

[10.3.2][10.3.3][10.3.4]から [10.3.1]は

− 2/kγµ/k
′
+ (4− d)/k

′
γµ/k − (d− 2)m2γµ +m[4(k + k′)µ − (4− d)(/k

′
γµ + γµ/k)]

=
(2− d)2

d
`2γµ − 2(1− x)(1− y)q2γµ + (4− d)xyq2γµ

− [2(1 + z) + (4− d)(1− z)] zm(2p′µ − 2mγµ) + [4(1− x) + 2(4− d)x] zm(p′µ − pµ)

+ (2− d)z2m2γµ − (d− 2)m2γµ

+ 4m [(1− 2y)p′µ + (1− 2x)pµ]− (4− d)m[−2yp′µ − 2xpµ + 2mγµ]
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(10.45)

となり，p, p′ を含まない項と含む項に分ければ

=
(2− d)2

d
`2γµ − 2(1− x)(1− y)q2γµ + (4− d)xyq2γµ

+ 2 [2(1 + z) + (4− d)(1− z)] zm2γµ + (2− d)z2m2γµ − (d− 2)m2γµ − 2(4− d)m2γµ

− 2 [2(1 + z) + (4− d)(1− z)] zmp′µ + [4(1− x) + 2(4− d)x] zm(p′µ − pµ)

+ 4m [(1− 2y)p′µ + (1− 2x)pµ] + 2(4− d)m[yp′µ + xpµ].

[10.3.5]

p, p′ を含まない項のうち，mを含む項はm2γµ×

2 [2(1 + z) + (4− d)(1− z)] z + (2− d)z2 − (d− 2)− 2(4− d)

= 4(1 + z)z + 2(4− d)(1− z)z + (4− d)z2 − 2z2 + (4− d)− 2− 2(4− d)

= 2(z2 + 2z − 1)− (4− d)(z − 1)2.

pを含む項はmpµ×

−4(1− x)z − 2(4− d)xz + 4(1− 2x) + 2(4− d)x = 4[1− 2x− z + xz] + 2(4− d)x(1− z)

= 4[1− 2y − z + yz] + 2(4− d)y(1− z).

p′ を含む項はmp′µ×

− 4(1 + z)z − 2(4− d)(1− z)z + 4(1− x)z + 2(4− d)xz + 4(1− 2y) + 2(4− d)y

= 4[1− 2y − xz − z2] + 2(4− d)[xz + y − z + z2]

= 4[1− 2y − xz − z(1− x− y)] + 2(4− d)[xz + y − z + z(1− x− y)]

= 4[1− 2y − z + yz] + 2(4− d)y(1− z).

さらに，∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dy (1− 2y − z + yz) =

∫ 1

0

dz

[
(1− z)− (1− z)2 − (1− z)z +

1

2
(1− z)2z

]
=

∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dy
1

2
z(1− z)

及び ∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dy y(1− z) =

∫ 1

0

dz
1

2
(1− z)3 =

∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dy
1

2
(1− z)2

なので，p, p′ を含む項は

[4(1− 2y − z + yz) + 2(4− d)y(1− z)]m(pµ + p′µ) =
[
2z(1− z) + (4− d)(1− z)2

]
m(pµ + p′µ).

以上から，

[10.3.5] = (2− d)2

d
`2γµ − 2(1− x)(1− y)q2γµ + (4− d)xyq2γµ

+
[
2(z2 + 2z − 1)− (4− d)(z − 1)2

]
m2γµ

+
[
2z(1− z) + (4− d)(1− z)2

]
m(pµ + p′µ)

=
(2− d)2

d
`2γµ − 2(1− x)(1− y)q2γµ + (4− d)xyq2γµ

+
[
2(z2 + 2z − 1)− (4− d)(z − 1)2

]
m2γµ

81



(10.46)

+
[
2z(1− z) + (4− d)(1− z)2

]
m(2mγµ − iσµνqν)

=
(2− d)2

d
`2γµ − 2(1− x)(1− y)q2γµ + (4− d)xyq2γµ

+
[
2(−z2 + 4z − 1) + (4− d)(z − 1)2

]
m2γµ

−
[
2z(1− z) + (4− d)(1− z)2

]
imσµνqν

=
(2− d)2

d
`2γµ

−
(
q2[2(1− x)(1− y)− εxy] +m2[2(1− 4z + z2)− ε(1− z)2]

)
γµ

−
[
2z(1− z) + (4− d)(1− z)2

]
imσµνqν .

(6.33)より，初め 2項が F1 への寄与．したがって，

δF1(q
2) = −2ie2

∫ 1

0

dx dy dz δ(x+ y + z − 1)

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)3
(2− d)2

d
`2

+ 2ie2
∫ 1

0

dx dy dz δ(x+ y + z − 1)

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)3
(
q2[· · · ] +m2[· · · ]

)
=

e2

(4π)d/2

∫ 1

0

dx dy dz δ(x+ y + z − 1)

[
Γ(2− d

2 )

∆2−d/2
(2− ε)2

2

+
Γ(3− d

2 )

∆3−d/2

(
q2[2(1− x)(1− y)− εxy] +m2[2(1− 4z + z2)− ε(1− z)2]

)]
.

(10.46)

(10.39)で定義したように，

= + +

−ieΓµ(p′, p) = −ieγµ − ie

[
γµδF1(q

2) +
iσµνqν
2m

F2(q
2)

]
− ieγµδ1.

Problems

Problem 10.1: One-loop structure of QED

ガンマ行列 8個の積を計算する．

Tr[γµ/kγν/kγρ/kγσ/k] = Tr[γµ/k(2kν − /kγν)γρ/k(2kσ − /kγσ)]

= 4kνkσ Tr[γµ/kγρ/k]− 2kν Tr[γµ/kγρ/k/kγσ]
− 2kσ Tr[γµ/k/kγνγρ/k] + Tr[γµ/k/kγνγρ/k/kγσ]

= 4kνkσ Tr[γµ/kγρ/k]− 2k2kν Tr[γµ/kγργσ]
− 2k2kσ Tr[γµγνγρ/k] + k4 Tr[γµγνγργσ]
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Problem 10.1: One-loop structure of QED

= 16kνkσ(2kµkρ − k2gµρ)− 8k2kν(kµgρσ − gµρkσ + gµσkρ)

− 8k2kσ(gµνkρ − gµρkν + kµgνρ) + 4k4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ)

= 32kµkνkρkσ − 8k2(kµkνgρσ + kρkσgµν + kµkσgνρ + kνkρgµσ)

+ 4k4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ).

(A.41)(A.42)から

→ 3k4(gµνgρσ + gµρgνσ + gµσgνρ)− 2k4(gµνgρσ + gρσgµν + gµσgνρ + gνρgµσ)

+ 4k4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ)

= 3k4(gµνgρσ + gµρgνσ + gµσgνρ)− 4k4(gµνgρσ + gµσgνρ)

+ 4k4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ)

= 3k4(gµνgρσ − 2gµρgνσ + gµσgνρ).
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Chapter 11

Renormalization and Symmetry

11.4 Computation of Effective Action

(11.67)

汎函数微分について．Euler-Lagrange方程式を導く際の変分と同様にして

δL[φ, . . .]
δφ

=
L[φ+ δφ, . . .]− L[φ, . . .]

δφ

=
1

δφ

[
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
+ · · ·

]
δφ

=
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
.

(∂µφ
i
cl)

2/2を 2階変分すれば，−∂2δij が得られる．
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Chapter 12

The Renormalization Group

12.1 Wilson’s Approach to Renormalization Theory

(12.8)

汎関数積分のために (12.7)を和の形に書いておく：

∫
L0 =

1

2

Λ∑
|k|=bΛ

k2

(2π)d
|φ̂(k)|2.

(9.23)と同様にして ∫
Dφ̂ exp

(
−
∫

L0

)
=

∏
bΛ≤|k|<Λ

√
(2π)d

π

k2
.

bΛ ≤ |k| < Λでない場合は φ̂(k) = 0．以下では bΛ ≤ |k| < Λの場合を考える．(9.26)と同様にして∫
Dφ̂ exp

(
−
∫

L0

)
φ̂(k)φ̂(p)

=

 ∏
bΛ≤|l|<Λ

∫
dRe φ̂(l) d Im φ̂(l)

(Re φ̂(k) + i Im φ̂(k)
)(

Re φ̂(p) + i Im φ̂(p)
)

× exp

−1

2

Λ∑
|l|=bΛ

l2

(2π)d
(Re φ̂(l))2

 exp

−1

2

Λ∑
|l|=bΛ

l2

(2π)d
(Im φ̂(l))2

 .
(9.26)の後で説明されているように，積分が非零となるのは k + p = 0の場合のみ．∫

Dφ̂ exp
(
−
∫

L0

)
φ̂(k)φ̂(−k)

=

 ∏
bΛ≤|l|<Λ

∫
dRe φ̂(l) d Im φ̂(l)

[(Re φ̂(k))2 + (Im φ̂(k))2
]

× exp

−1

2

Λ∑
|l|=bΛ

l2

(2π)d
(Re φ̂(l))2

 exp

−1

2

Λ∑
|l|=bΛ

l2

(2π)d
(Im φ̂(l))2


= 2

∫
dRe φ̂(k) (Re φ̂(k))2 exp

[
−1

2

k2

(2π)d
(Re φ̂(k))2

] ∫
d Im φ̂(k) exp

[
−1

2

k2

(2π)d
(Im φ̂(k))2

]



(12.10)

×
∏

bΛ≤|l|<Λ
l 6=k

∫
dRe φ̂(l) exp

[
−1

2

l2

(2π)d
(Re φ̂(l))2

] ∫
d Im φ̂(l) exp

[
−1

2

l2

(2π)d
(Im φ̂(l))2

]

=
(2π)d

k2

∏
bΛ≤|k|<Λ

√
(2π)d

π

k2
.

以上から
φ̂(k)φ̂(p) =

(2π)d

k2
δ(d)(k + p)Θ(k).

(12.10)

(12.8)から

φ̂(x)φ̂(x) =

∫
ddk

(2π)d
ddp

(2π)d
e−i(k+p)·xφ̂(k)φ̂(p)

=

∫
ddk

(2π)d
ddp

(2π)d
e−i(k+p)·x

(2π)d

k2
δ(d)(k + p)Θ(k)

=

∫
bΛ≤|k|<Λ

ddk

(2π)d
1

k2
.

よって，

−
∫
ddx

λ

4
φ(x)φ(x)φ̂(x)φ̂(x) = −

∫
ddx

λ

4
φ(x)φ(x)

∫
bΛ≤|k|<Λ

ddk

(2π)d
1

k2

= −µ
2

∫
ddxφ(x)φ(x)

= −µ
2

∫
ddx

∫
ddk

(2π)d
ddp

(2π)d
e−i(k+p)·xφ(k)φ(p)

= −µ
2

∫
ddk

(2π)d
ddp

(2π)d
δ(d)(k + p)φ(k)φ(p)

= −µ
2

∫
ddk

(2π)d
φ(k)φ(−k).

(12.14)

(12.8)から

φ̂(x)φ̂(y) =

∫
ddk

(2π)d
ddp

(2π)d
e−i(k·x+p·y)φ̂(k)φ̂(p)

=

∫
ddk

(2π)d
ddp

(2π)d
e−i(k·x+p·y)

(2π)d

k2
δ(d)(k + p)Θ(k)

=

∫
bΛ≤|k|<Λ

ddk

(2π)d
e−ik·(x−y)

1

k2
.

exp(−λφ2φ̂2/4)の 2次の展開

1

2

∫
ddx

λ

4
φ(x)φ(x)φ̂(x)φ̂(x)

∫
ddy

λ

4
φ(y)φ(y)φ̂(y)φ̂(y)
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(12.14)

を考える．φ̂の縮約には

φ̂(x)φ̂(x)φ̂(y)φ̂(y) =

 2

および

φ̂(x)φ̂(x)φ̂(y)φ̂(y) =

の 2通りがある．2つ目の縮約は 2通りあるので，

λ2

16

∫
ddx ddy φ(x)φ(x)φ(y)φ(y)φ̂(x)φ̂(x)φ̂(y)φ̂(y)

=
λ2

16

∫
ddx ddy φ2(x)φ2(y)

∫
bΛ≤|k|<Λ
bΛ≤|p|<Λ

ddk

(2π)d
ddp

(2π)d
e−i(k+p)·(x−y)

1

k2
1

p2

=
λ2

16

∫
bΛ≤|k|<Λ
bΛ≤|p|<Λ

ddk

(2π)d
ddp

(2π)d
1

k2
1

p2

∫
ddxφ2(x)e−i(k+p)·x

∫
ddy φ2(y)ei(k+p)·y

=
λ2

16

∫
bΛ≤|k|<Λ
bΛ≤|p|<Λ

ddk

(2π)d
ddp

(2π)d
1

k2
1

p2
F [φ2](−k − p)F [φ2](k + p)

=
λ2

16

∫
bΛ≤|k|<Λ
bΛ≤|p|<Λ

ddk

(2π)d
ddp

(2π)d
1

k2
1

p2
∣∣F [φ2](k + p)

∣∣2 .
φの運動量に関する条件から，F [φ2](k + p) ≈ F [φ2](0) δ(d)(k + p)．

0

0

0

0

k

p

よって，

≈ 1

(2π)d
λ2

16

∫
bΛ≤|k|<Λ

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2 ∣∣F [φ2](0)
∣∣2

≈ λ2

16

∫
bΛ≤|k|<Λ

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2 ∫ ∞
−∞

ddp

(2π)d
∣∣F [φ2](p)

∣∣2
=
λ2

16

∫
bΛ≤|k|<Λ

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2 ∥∥F [φ2]
∥∥2

=
λ2

16

∫
bΛ≤|k|<Λ

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2 ∥∥φ2∥∥2
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12.2. THE CALLAN-SYMANZIK EQUATION

=
λ2

16

∫
bΛ≤|k|<Λ

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2 ∫
ddxφ4(x)

= − 1

4!

∫
ddx ζφ4.

12.2 The Callan-Symanzik Equation

(12.52)

n頂点の Green函数を考える．(7.42)(12.35)から

〈Ω|T{φ(p1)φ(p2) · · ·φ(pn)} |Ω〉 = Z−n/2 〈Ω|T{φ0(p1)φ0(p2) · · ·φ(pn)} |Ω〉

= Z−n/2
n∏
i=1

√
Zi

pi2
〈p|S |p〉

=

(
n∏
i=1

i

pi2

)
Amp

p3 · · ·pn

p1 p2

となる*1．tree-levelは，

= −ig.

1PI-loopは，(10.20)などで計算したように，log(−p2)の発散を持つ：

+ · · · = −iB log Λ2

−p2
.

vertex countertermは，

= −iδg.

運動量 pi の外線に対する external leg correctionは

elc

pi

= +

= (−ig)Ai log Λ2

−p2
+ (−ig)× ipi

2δZi

i

pi2

*1 くりこみした量でダイアグラムを計算するので，(7.45)の右辺の
√
Z は不要
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(12.57)

= (−ig)
(
Ai log Λ2

−p2
− δZi

)
となる（g1 の項のみ考えるので，iについて和を取れば良い）．

(12.57)

G(2,0)(p)を求める．電子の自己エネルギー (7.15)を使えば (12.49)と同様に

G(2,0)(p) = + +

=
i

/p
+
i

/p
[−iΣ2]

i

/p
+
i

/p
i(/pδ2)

i

/p

=
i

/p
+
i

/p
[−iΣ2]

i

/p
− i

/p
δ2.

(12.50)と同様に，Callan-Syamzik方程式から

− i

/p
M

∂

∂M
δ2 + 2γ2

i

/p
= 0

なので
γ2 =

1

2
M

∂

∂M
δ2.

G(0,2)(q)を求める．真空偏極 (7.71)(7.73)を使えば (12.49)と同様に

G(0,2)(q) = νµ + νµ + νµ

=
−i
q2

(
gµν − qµqν

q2

)
+

−i
q2

(
δµρ −

qµqρ
q2

)
i(gρσq2 − qρqσ)Π2

−i
q2

(
δνσ − qνqσ

q2

)
+

−i
q2

(
δµρ −

qµqρ
q2

)
(−i)(gρσq2 − qρqσ)δ3

−i
q2

(
δνσ − qνqσ

q2

)
=

−i
q2

(
gµν − qµqν

q2

)
+

−i
q2

(gµνq2 − qµqν)iΠ2
−i
q2

+
−i
q2

(gµνq2 − qµqν)(−i)δ3
−i
q2

=
−i
q2

(
gµν − qµqν

q2

)
[1 + Π2 − δ3] .

(12.50)と同様に，Callan-Syamzik方程式から

−M ∂

∂M
δ3 + 2γ3 = 0

なので
γ3 =

1

2
M

∂

∂M
δ3.
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(12.58)

(12.58)

G(2,1)(p1, p2, q)を求める．頂点補正 (6.38)を使えば (12.52)と同様に

G(2,1)(p1, p2, q) = + +

+
elc

+

elc

+

elc

=
i

/p1
(−ieγµ) i

/p2

−i
q2

(
gµν − qµqν

q2

)
+

i

/p1
(−ieδΓµ) i

/p2

−i
q2

(
gµν − qµqν

q2

)
+

i

/p1
(−ieγµδ1)

i

/p2

−i
q2

(
gµν − qµqν

q2

)
+

i

/p1
(−ieγµ)(Π2 − δ3)

i

/p2

−i
q2

(
gµν − qµqν

q2

)

+
i

/p1

(
1 + Σ2

1

/p1
− δ2

)
(−ieγµ) i

/p2

−i
q2

(
gµν − qµqν

q2

)

+
i

/p1
(−ieγµ)

(
1 + Σ2

1

/p2
− δ2

)
i

/p2

−i
q2

(
gµν − qµqν

q2

)
.

(12.53)と同様に，Callan-Syamzik方程式から

M
∂

∂M
(δ1 − 2δ2 − δ3) +

β

e
+ 2γ2 + γ3 = 0.

(12.57)を代入して

β = eM
∂

∂M

(
−δ1 + δ2 +

δ3
2

)
.

12.4 Renormalization of Local Operators

(12.112)

相互作用項は
δL =

g√
2
Wµψ̄γ

µ(1− γ5)ψ
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12.5. EVOLUTION OF MASS PARAMETERS

なので

W
=

ig√
2
γµ(1− γ5),

W =
−igµν

q2 −mW
2 + iε

,

= i/pδZ .

(12.57)で γ2 を導出したのと同様に
γ =

1

2
M

∂

∂M
δZ .

G(m,1) は

(tree level) + (1PI loop) + (external leg corrections) + (operator counterterm)

= (TL) + (TL) ×B + (TL)×m(A− δZ) + (TL)× δO

と表せる（Aはフェルミオンの自己エネルギー，−δZ はフェルミオンの相殺項 i/pδZ と伝播函数 i//pの積）の
で，Callan-Symanzik方程式から

M
∂

∂M
(δO −mδZ) +mγ + γO = 0.

よって，
γO =M

∂

∂M

(
−δO +

m

2
δZ

)
.

12.5 Evolution of Mass Parameters

(12.123)

C → ρM4−d と変換する．変換前の Callan-Symanzik方程式は[
M

∂

∂M
+ γC

∂

∂C
+ · · ·

]
G(M,C) = 0.

変換後は

M
∂

∂M
G(M,ρM4−d) =M

∂

∂M
G(M,C) +M

∂ρM4−d

∂M

∂

∂ρM4−dG(M,ρM4−d)

=M
∂

∂M
G(M,C) + (4− d)

∂

∂ρ
G(M,ρM4−d).

及び
γC

∂

∂C
G(M,C) = γρ

∂

∂ρ
G(M,ρM4−d)

となるので，Callan-Symanzik方程式は[
M

∂

∂M
+ (γ + d− 4)ρ

∂

∂ρ
+ · · ·

]
G(M,ρM4−d) = 0

と修正される．
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(12.131)

(12.131)

d = 4の Callan-Symanzik方程式は既知なので，d次元を考える際は，これに帰着させれば良い．d次元の
場合は Lを (12.129)の様に変形すれば，形式的に d = 4となる．すなわち，d = 4のラグランジアン L(4) の
各項に適当なM の冪乗をかけることによって，d次元の場合を表すことができる．

質量項の補正
d次元のラグランジアンの質量項は

1

2
ρmM

2φM
2

である（d = 4の場合と同じ）．d = 4の Callan-Symanzik方程式 (12.119)[
M

∂

∂M
+ γ

(4)
φ2 m

2 ∂

∂m2
+ · · ·

]
G(M,m2) = 0

でm2 → ρmM
2 とすれば d次元の方程式が得られる．(12.123)と同様に

M
∂

∂M
G(M,ρmM

2) =M
∂

∂M
G(M,m2) + 2ρm

∂

∂ρm
G(M,ρmM

2)

及び
γ
(4)
φ2 m

2 ∂

∂m2
G(M,m2) = γ

(4)
φ2 ρm

∂

∂ρm
G(M,ρmM

2)

なので，Callan-Symanzik方程式は[
M

∂

∂M
+ (γ

(4)
φ2 − 2)ρm

∂

∂ρm
+ · · ·

]
G(M,ρmM

2) = 0

と修正される．すなわち質量のベータ函数は

βm = (γ
(4)
φ2 − 2)ρm.

相互作用項の補正
d = 4での相互作用項を

λ

4
φM

4 → λ

4
M4−dφM

4

とすれば d次元の相互作用項を表すことができる．d = 4の Callan-Symanzik方程式 (12.119)[
M

∂

∂M
+ β(4) ∂

∂λ
+ · · ·

]
G(M,λ) = 0

で λ→M4−dλとすれば d次元の方程式が得られる．(12.123)と同様に

M
∂

∂M
G(M,M4−dλ) =M

∂

∂M
G(M,λ) + (4− d)λ

∂

∂λ
G(M,M4−dλ)

及び
β(4) ∂

∂λ
G(M,λ) = β(4) ∂

∂λ
G(M,M4−dλ)
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(12.131) | 一般作用素の補正

なので，Callan-Symanzik方程式は[
M

∂

∂M
+ [(d− 4)λ+ β(4)]

∂

∂λ
+ · · ·

]
G(M,M4−dλ) = 0

と修正される．すなわち相互作用のベータ函数は

β = (d− 4)λ+ β(4).

一般作用素の補正
d = 4での一般作用素を

ρiM
4−diOi

M (x) → ρiM
d−diOi

M (x)

とすれば d次元の相互作用項を表すことができる．d = 4の Callan-Symanzik方程式 (12.123)[
M

∂

∂M
+ (di − 4 + γ

(4)
i )ρi

∂

∂ρi
+ · · ·

]
G(M,ρiM

4−d) = 0

でM4−di →Md−di とすれば d次元の方程式が得られる．(12.123)と同様に

M
∂

∂M
G(M,ρiM

d−di) =M
∂

∂M
G(M,ρiM

4−di) + (d− 4)ρi
∂

∂ρi
G(M,ρiM

d−di)

及び
(di − 4 + γ

(4)
i )ρi

∂

∂ρi
G(M,ρiM

4−d) = (di − 4 + γ
(4)
i )ρi

∂

∂ρi
G(M,ρiM

d−di)

なので，Callan-Symanzik方程式は[
M

∂

∂M
+ (di − d+ γ

(4)
i )ρi

∂

∂ρi
+ · · ·

]
G(M,Md−diρi) = 0

と修正される．すなわち一般作用素のベータ函数は

βi = (di − d+ γ
(4)
i )ρi.

Problems

Problem 12.2: Beta function of the Gross-Neveu model

Gross-Neveu模型は

L =

N∑
i=1

ψ̄i(i/∂)ψi +
g2

2

(
N∑
i=1

ψ̄iψi

)

で与えられる．d = 2の Dirac行列は

(γ0)αβ =

(
−i

i

)
, (γ1)αβ =

(
i

i

)
である（スピノルの添字を α = 0, 1などのギリシャ文字で表す）．
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Problem 12.2: Beta function of the Gross-Neveu model

伝播函数は

iα jβ
p

=

(
i

/p

)
βα

δij

で与えられる．ガンマ行列は対角成分を持たないので，α = β なら伝播函数は 0である．
4点相関函数

lδkγ

iα jβ

= 〈Ω|T{ψiα(x1)ψjβ(x2)ψ̄kγ(x3)ψ̄lδ(x4)} |Ω〉

を求める．(4.31)から，1次の展開は

〈0|T{ψiα(x1)ψjβ(x2)ψ̄kγ(x3)ψ̄lδ(x4)
(
i
g2

2

)∫
d4x

∑
mn

∑
ρσ

ψ̄mρ(x)ψmρ(x)ψ̄nσ(x)ψnσ(x)} |0〉

となる．縮約の方法には 4通りある：

1. ψiαψ̄kγψ̄mρψmρ なら

m = i, m = k, ρ 6= α, ρ 6= γ; n = j, n = l, σ 6= β, σ 6= δ ∴ δikδjlδαγδβδ.

2. ψjβψ̄lδψ̄mρψmρ なら

m = j, m = l, ρ 6= β, ρ 6= δ; n = i, n = k, σ 6= α, σ 6= γ ∴ δikδjlδαγδβδ.

3. ψiαψ̄lδψ̄mρψmρ なら

m = i, m = l, ρ 6= α, ρ 6= δ; n = j, n = k, σ 6= β, σ 6= γ ∴ δilδjkδαδδβγ .

4. ψjβψ̄kγψ̄mρψmρ なら

m = j, m = k, ρ 6= β, ρ 6= γ; n = i, n = l, σ 6= α, σ 6= δ ∴ δilδjkδαδδβγ .

以上から，
lδkγ

iα jβ

= ig2 (δikδjlδαγδβδ + δilδjkδαδδβγ) .

相殺項は

iα jβ
p

=
(
i/p
)
βα
δijδf ,

lδkγ

iα jβ

= 2ig (δikδjlδαγδβδ + δilδjkδαδδβγ) δg.

94



Problem 12.2: Beta function of the Gross-Neveu model

δf を求める．

iα jβp

k

kγ lδ
= −ig2

∑
kl

∑
γδ

∫
ddk

(2π)d
(· · · )

(
i

/k

)
γδ

δkl = 0

なので，δf = 0．
δg を求める．頂点の 1ループは

iα jβ

kγ lδ

k + p −k
aµ bν

cρ dσ

+

iα jβ

kγ lδk + p

k

aµ bν

cρ dσ
+

iα jβ

lδ kγk + p

k

aµ bν

dσ cρ

から成る．log(−p2)の発散項にのみ興味があるので，それ以外の項は無視する．
1つ目は

Vs = − (ig2)2

2

∑
abcd

∑
µνρσ

∫
ddk

(2π)d
(δkcδldδγρδδσ + δkdδlcδγσδδρ)

×
(

i

/k + /p

)
ρµ

δac

(
i

−/k

)
σν

δbd (δiaδjbδαµδβν + δibδjaδανδβµ) .

和を計算すれば ∑
abcd

∑
µνρσ

(δkcδldδγρδδσ + δkdδlcδγσδδρ)

(
i

/k + /p

)
ρµ

δac

(
i

−/k

)
σν

δbd

× (δiaδjbδαµδβν + δibδjaδανδβµ)

=
∑
ab

∑
µνρσ

(δkaδlbδγρδδσ + δkbδlaδγσδδρ)

(
i

/k + /p

)
ρµ

(
i

−/k

)
σν

× (δiaδjbδαµδβν + δibδjaδανδβµ)

=
∑
ab

∑
µνρσ

(δkaδlbδγρδδσ)

(
i

/k + /p

)
ρµ

(
i

−/k

)
σν

(δiaδjbδαµδβν)

+
∑
ab

∑
µνρσ

(δkaδlbδγρδδσ)

(
i

/k + /p

)
ρµ

(
i

−/k

)
σν

(δibδjaδανδβµ)

+
∑
ab

∑
µνρσ

(δkbδlaδγσδδρ)

(
i

/k + /p

)
ρµ

(
i

−/k

)
σν

(δiaδjbδαµδβν)

+
∑
ab

∑
µνρσ

(δkbδlaδγσδδρ)

(
i

/k + /p

)
ρµ

(
i

−/k

)
σν

(δibδjaδανδβµ)

= (δikδjl)

(
1

/k + /p

)
γα

(
1

/k

)
δβ

+ (δilδjk)

(
1

/k + /p

)
γβ

(
1

/k

)
δα

+ (δilδjk)

(
1

/k + /p

)
δα

(
1

/k

)
γβ

+ (δikδjl)

(
1

/k + /p

)
δβ

(
1

/k

)
γα
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Problem 12.2: Beta function of the Gross-Neveu model

なので，

Vs = g4 (δikδjl)

∫
ddk

(2π)d
(/k + /p)γα(/k)δβ + (/k)γα(/k + /p)δβ

2k2(k + p)2

+ g4 (δilδjk)

∫
ddk

(2π)d
(/k + /p)γβ(/k)δα + (/k)γβ(/k + /p)δα

k2(k + p)2

∼ g4δikδjl(γ
µ)γα(γ

ν)δβ

∫
ddk

(2π)d
kµkν

k2(k + p)2
+ g4δilδjk(γ

µ)γβ(γ
ν)δα

∫
ddk

(2π)d
kµkν

k2(k + p)2

= g4 [δikδjl(γ
µ)γα(γ

ν)δβ + δilδjk(γ
µ)γβ(γ

ν)δα]

∫
ddk

(2π)d
1

k2(k + p)2
k2gµν
d

= g4 [δikδjl(γ
µ)γα(γµ)δβ + δilδjk(γ

µ)γβ(γµ)δα]
1

d

∫
ddk

(2π)d
1

(k + p)2

= g4 [δikδjl(γ
µ)γα(γµ)δβ + δilδjk(γ

µ)γβ(γµ)δα]
1

d

∫
ddk

(2π)d
1

k2
,

kµkν の変換に (A.41)を使った．2つ目は

Vt = (ig2)2
∑
abcd

∑
µνρσ

∫
ddk

(2π)d
(δikδacδαγδµρ + δicδakδαρδµγ)

×
(

1

/k + /p

)
σρ

δcd

(
1

/k

)
µν

δab (δjlδdbδβδδσν + δjbδdlδβνδσδ) .

和を計算すれば ∑
abcd

∑
µνρσ

(δikδacδαγδµρ + δicδakδαρδµγ)

(
1

/k + /p

)
σρ

δcd

(
1

/k

)
µν

δab

× (δjlδdbδβδδσν + δjbδdlδβνδσδ)

=
∑
ac

∑
µνρσ

(δikδacδαγδµρ + δicδakδαρδµγ)

(
1

/k + /p

)
σρ

(
1

/k

)
µν

× (δjlδcaδβδδσν + δjaδclδβνδσδ)

=
∑
ac

∑
µνρσ

(δikδacδαγδµρ)

(
1

/k + /p

)
σρ

(
1

/k

)
µν

(δjlδcaδβδδσν)

+
∑
ac

∑
µνρσ

(δikδacδαγδµρ)

(
1

/k + /p

)
σρ

(
1

/k

)
µν

(δjaδclδβνδσδ)

+
∑
ac

∑
µνρσ

(δicδakδαρδµγ)

(
1

/k + /p

)
σρ

(
1

/k

)
µν

(δjlδcaδβδδσν)

+
∑
ac

∑
µνρσ

(δicδakδαρδµγ)

(
1

/k + /p

)
σρ

(
1

/k

)
µν

(δjaδclδβνδσδ)

= N (δikδjlδαγδβδ)Tr
(

1

/k + /p

1

/k

)
+ (δikδjlδαγ)

(
1

/k + /p

1

/k

)
δβ

+ (δikδjlδβδ)

(
1

/k + /p

1

/k

)
γα

+ (δilδjk)

(
1

/k

)
δα

(
1

/k + /p

)
γβ

∼ (2N + 2) (δikδjlδαγδβδ)
k2 + k · p
k2(k + p)2

+ (δilδjk)

(
1

/k

)
δα

(
1

/k + /p

)
γβ
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Problem 12.2: Beta function of the Gross-Neveu model

なので

Vt = −g4(2N + 2)δikδjlδαγδβδ

∫
ddk

(2π)d
k2 + k · p
k2(k + p)2

− g4δilδjk(γ
µ)γβ(γ

ν)δα

∫
ddk

(2π)d
kµkν
k4

= −g4(2N + 2)δikδjlδαγδβδ

∫
ddk

(2π)d
k2 + k · p
k2(k + p)2

− g4δilδjk(γ
µ)γβ(γµ)δα

1

d

∫
ddk

(2π)d
1

k2
.

3つ目は Vt で kγ ↔ lδ を入れ替えたもの：

Vu = −g4(2N + 2)δilδjkδαδδβγ

∫
ddk

(2π)d
k2 + k · p
k2(k + p)2

− g4δikδjl(γ
µ)δβ(γµ)γα

1

d

∫
ddk

(2π)d
1

k2
.

以上から

Vs + Vt + Vu = −g4(2N + 2) (δikδjlδαγδβδ + δilδjkδαδδβγ)

∫
ddk

(2π)d
k2 + p · k
k2(k + p)2

= −g4(2N + 2) (δikδjlδαγδβδ + δilδjkδαδδβγ)

∫ 1

0

dx

∫
dd`

(2π)d
`2 +∆

(`2 −∆)2

≈ ig4(2N + 2) (δikδjlδαγδβδ + δilδjkδαδδβγ)

∫ 1

0

dx
1

(4π)d/2
d

2
Γ(1− d/2)

(
1

∆

)1−d/2

.

ε = 2− dとすれば

1

(4π)d/2
d

2
Γ(1− d/2)

(
1

∆

)1−d/2

=
1

4π
(1− ε/2)Γ(ε/2)

(
4π

∆

)ε/2
≈ 1

4π

(
1− ε

2

)(2

ε
− γ

)(
1− ε

2
log ∆

4π

)
≈ 1

4π

(
2

ε
− γ − log ∆

4π

)
≈ − 1

4π
log(−p2)

なので，
Vs + Vt + Vu = − ig

4

4π
(2N + 2) (δikδjlδαγδβδ + δilδjkδαδδβγ) log(−p2).

p2 = −M2 で，これと相殺項の和が 0なので，

δg =
g3

4π
(N + 1) logM2 =

g3

2π
(N + 1) logM.
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Chapter 13

Critical Exponents and Scalar Field Theory

13.3 The Nonlinear Sigma Model

Figure 13.1

非線形シグマ模型 (13.73):
L =

1

2g2
|∂µ~π|+

1

2g2
(~π · ∂µ~π)2

の 4点相関函数を求める．伝播函数は

πi(x)πj(y) =

∫
d2k

(2π)2
ig2

p2
δije−ik·(x−y),

πi(p)πj(q) = (2π)2 δ(2)(p+ q)
ig2

p2
δij .

(4.31)から

〈Ω|T
{
πi(x1)π

j(x2)π
k(x3)π

l(x4)
}
|Ω〉

≈ i

2g2

∑
rs

∫
d2x 〈0|T

{
πi(x1)π

j(x2)π
k(x3)π

l(x4)π
r(x)∂µπ

r(x)πs(x)∂µπs(x)
}
|0〉

=
i

2g2

(
4∏
i=1

d2pi
(2π)2

e−ipi·xi

)(
4∏
i=1

d2ki
(2π)2

)∑
rs

∫
d2xe−i(k1+k2+k3+k4)·x

× 〈0|T
{
πi(p1)π

j(p2)π
k(p3)π

l(p4)π
r(k1)(−ik2µ)πr(k2)πs(k3)(−ikµ4 )πs(k4)

}
|0〉

= − i

2g2

(
4∏
i=1

d2pi
(2π)2

e−ipi·xi

)(
4∏
i=1

d2ki
(2π)2

)
(k2 · k4)

∑
rs

(2π)2 δ(2)(k1 + k2 + k3 + k4)

× 〈0|T
{
πi(p1)π

j(p2)π
k(p3)π

l(p4)π
r(k1)π

r(k2)π
s(k3)π

s(k4)
}
|0〉 .

縮約は全部で 24通りある．例えば，δijδkl を与える項は (p1, p2)と (k1, k2)を縮約する（4通り）か，(p1, p2)
と (k3, k4)を縮約する（4通り），合計 8通り．伝播函数を代入すれば

− i

g2

(
4∏
i=1

d2pi
(2π)2

e−ipi·xi
ig2

pi2

)
(2π)2 δ(2)(p1 + p2 + p3 + p4)δ

ijδkl(p1 + p2)(p3 + p4)



(13.96)

を得る．δikδjl, δilδjk についても同様に計算すれば

lk

i j

p4

p3

p1
p2

= − i

g2
[
(p1 + p2)(p3 + p4)δ

ijδkl + (p1 + p3)(p2 + p4)δ
ikδjl + (p1 + p4)(p2 + p3)δ

ilδjk
]
.

(13.96)

(7.81)を使えば

〈φa(0)φb(0)〉 =
∫

bΛ≤|p|<Λ
bΛ≤|q|<Λ

d2p

(2π)2
d2q

(2π)2
〈φa(p)φb(q)〉 =

∫
bΛ≤|p|<Λ
bΛ≤|q|<Λ

d2p

(2π)2
d2q

(2π)2
(2π)2 δ(2)(p+ q)

g2

p2
δab

=

∫
bΛ≤|p|<Λ

d2p

(2π)2
g2

p2
δab =

∫
bΛ≤|p|<Λ

d|p|
2π

g2

|p|
δab = δab

g2

2π
log 1

b
.

(13.109)

β(T )を T ∼ T∗ で展開して

β(T ) ≈

[
dβ

dT

∣∣∣∣
T=T∗

]
(T − T∗).

(12.73)から
∂T̄

∂ log p/M
= β(T̄ ) ≈

[
dβ

dT

∣∣∣∣
T=T∗

]
(T̄ − T∗) =

[
dβ

dT

∣∣∣∣
T=T∗

]
ρ̄T .

(13.114)

(13.113)で部分積分を実行して

exp
[
− 1

2g02

∫
ddx

{
(∂µn)

2 + iα(n2 − 1)
}]

= exp
[
− 1

2g02

∫
ddx

{
−~n · (∂2~n) + iα(n2 − 1)

}]
= exp

[
− 1

2g02

∫
ddx

{
~n · (−∂2 + iα)~n− iα

}]
= exp

[
− 1

2g02

∫
ddx~n · (−∂2 + iα)~n

]
exp

[
i

2g02

∫
ddxα

]
.

ここで，~nを適当に変換して

Z =

∫
DαD~n exp

[
−
∫
ddx~n · (−∂2 + iα)~n

]
exp

[
i

2g02

∫
ddxα

]
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(13.115)

としてよい．(9.24)から∫
D~n exp

[
−
∫
ddx~n · (−∂2 + iα)~n

]
=

∫
Dn1 · · · DnN exp

[
−
∫
ddxn1(−∂2 + iα)n1

]
× · · · × exp

[
−
∫
ddxnN (−∂2 + iα)nN

]
= [det(−∂2 + iα)]−N/2

なので，
Z =

∫
Dα [det(−∂2 + iα)]−N/2 exp

[
i

2g02

∫
ddxα

]
.

2つ目の表式は (9.77)を使えば得られる．

(13.115)

(−∂2 + iα)の固有値は固有ベクトル |k〉に対し k2 + iαで与えられるので，

Tr{log(−∂2 + iα)} =
1

V

∑
k

log(k2 + iα).

ここで，(9.22)と同様に離散 Fourier変換を行った．(13.114)の指数関数の引数が α(x)に関し極小なので，

0 =
δ

δα(x)

[
−N

2
Tr{log(−∂2 + iα)}+ i

2g02

∫
ddy α(y)

]
=

δ

δα(x)

[
−N

2

1

V

∑
k

log(k2 + iα)

]
+

i

2g02

∫
ddy δ(x− y)

= − N

2V

∑
k

1

k2 + iα

δ

δα(x)
(k2 + iα) +

i

2g02

= − iN
2V

∑
k

1

k2 + iα
+

i

2g02

→ − iN
2

∫
ddk

(2π)d
1

k2 + iα
+

i

2g02
.

Problems

Problem 13.3: The CPN model

(a)
CP 1 モデルのスカラーを

z =

(
z1
z2

)
とする．~n = z†~σz を計算すれば

n1 = (z∗1 , z
∗
2)σ

1

(
z1
z2

)
= (z∗1 , z

∗
2)

(
1

1

)(
z1
z2

)
= z1z

∗
2 + z∗1z2,

n2 = (z∗1 , z
∗
2)σ

2

(
z1
z2

)
= (z∗1 , z

∗
2)

(
−i

i

)(
z1
z2

)
= i(z1z

∗
2 − z∗1z2),
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Problem 13.3: The CPN model | (a)

n3 = (z∗1 , z
∗
2)σ

3

(
z1
z2

)
= (z∗1 , z

∗
2)

(
1

−1

)(
z1
z2

)
= |z1|2 − |z2|2.

この結果を使えば
n1

2 + n2
2 + n3

2 = (|z1|2 + |z2|2)2

なので，規格化条件 n1
2 + n2

2 + n3
2 = 1は |z1|2 + |z2|2 = 1と等しい．非線形シグマ模型のラグランジアン

(13.67)に代入して

(∂µn
1)(∂µn1) + (∂µn

2)(∂µn2) + (∂µn
3)(∂µn3)

= [∂µ(z1z
∗
2) + ∂µ(z

∗
1z2)][∂

µ(z1z
∗
2) + ∂µ(z∗1z2)]

− [∂µ(z1z
∗
2)− ∂µ(z

∗
1z2)][∂

µ(z1z
∗
2)− ∂µ(z∗1z2)]

+ [∂µ(z1z
∗
1)− ∂µ(z2z

∗
2)][∂

µ(z1z
∗
1)− ∂µ(z2z

∗
2)]

= 4∂µ(z1z
∗
2)∂

µ(z∗1z2) + ∂µ(z1z
∗
1)∂

µ(z1z
∗
1) + ∂µ(z2z

∗
2)∂

µ(z2z
∗
2)− 2∂µ(z1z

∗
1)∂

µ(z2z
∗
2)

= 4|z1|2(∂µz2)(∂µz∗2) + 4|z2|2(∂µz1)(∂µz∗1) + 4z1z2(∂µz
∗
1)(∂

µz∗2) + 4z∗1z
∗
2(∂µz1)(∂

µz2)

+ 2|z1|2(∂µz1)(∂µz∗1) + z1
2(∂µz

∗
1)(∂

µz∗1) + z∗1
2(∂µz1)(∂

µz1)

+ 2|z2|2(∂µz2)(∂µz∗2) + z2
2(∂µz

∗
2)(∂

µz∗2) + z∗2
2(∂µz2)(∂

µz2)

− 2z1z2(∂µz
∗
1)(∂

µz∗2)− 2z∗1z2(∂µz1)(∂
µz∗2)− 2z1z

∗
2(∂µz

∗
1)(∂

µz2)− 2z∗1z
∗
2(∂µz1)(∂

µz2)

= 4|z1|2(∂µz2)(∂µz∗2) + 4|z2|2(∂µz1)(∂µz∗1) + 2|z1|2(∂µz1)(∂µz∗1) + 2|z2|2(∂µz2)(∂µz∗2)
+ z1

2(∂µz
∗
1)(∂

µz∗1) + z∗1
2(∂µz1)(∂

µz1) + z2
2(∂µz

∗
2)(∂

µz∗2) + z∗2
2(∂µz2)(∂

µz2)

+ 2z1z2(∂µz
∗
1)(∂

µz∗2) + 2z∗1z
∗
2(∂µz1)(∂

µz2)− 2z∗1z2(∂µz1)(∂
µz∗2)− 2z1z

∗
2(∂µz

∗
1)(∂

µz2)

= 4(∂µz1)(∂
µz∗1) + 4(∂µz2)(∂

µz∗2)− 2|z1|2(∂µz1)(∂µz∗1)− 2|z2|2(∂µz2)(∂µz∗2)
− 2z∗1z2(∂µz1)(∂

µz∗2)− 2z1z
∗
2(∂µz

∗
1)(∂

µz2)

+ (z∗1∂µz1 + z∗2∂µz2)(z
∗
1∂

µz1 + z∗2∂
µz2) + (z1∂µz

∗
1 + z2∂µz

∗
2)(z1∂

µz∗1 + z2∂
µz∗2)

= 4(∂µz1)(∂
µz∗1) + 4(∂µz2)(∂

µz∗2)− 2(z∗1∂µz1 + z∗2∂µz2)(z1∂
µz∗1 + z2∂

µz∗2)

+ (z∗1∂µz1 + z∗2∂µz2)(z
∗
1∂

µz1 + z∗2∂
µz2) + (z1∂µz

∗
1 + z2∂µz

∗
2)(z1∂

µz∗1 + z2∂
µz∗2).

|z1|2 + |z2|2 = 1を微分して
z1∂µz

∗
1 + z∗1∂µz1 + z2∂µz

∗
2 + z∗2∂µz2 = 0

なので，

= 4(∂µz1)(∂
µz∗1) + 4(∂µz2)(∂

µz∗2)− 2(z∗1∂µz1 + z∗2∂µz2)(z1∂
µz∗1 + z2∂

µz∗2)

+ 2(z∗1∂µz1 + z∗2∂µz2)(z
∗
1∂

µz1 + z∗2∂
µz2)

= 4(∂µz1)(∂
µz∗1) + 4(∂µz2)(∂

µz∗2)

− 2(z∗1∂µz1 + z∗2∂µz2)(z1∂
µz∗1 + z2∂

µz∗2 − z∗1∂
µz1 − z∗2∂

µz2)

= 4(∂µz1)(∂
µz∗1) + 4(∂µz2)(∂

µz∗2)− 4(z∗1∂µz1 + z∗2∂µz2)(z1∂
µz∗1 + z2∂

µz∗2).

以上から
|∂µ~n|2 = 4 [(∂µz)(∂

µz∗) + (z∗ · ∂µz)(z · ∂µz∗)] .
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Final Project II: The Coleman-Weinberg
Potential

(a)

Coleman-Weinberg模型：

L = −1

4
(Fµν)

2 + (Dµφ)
†(Dµφ) + µ2φ†φ− λ

6
(φ†φ)2.

ポテンシャル項は

φ0 = µ

√
3

λ

で最小値を取る．
φ(x) = φ0 +

1√
2
[σ(x) + iπ(x)]

とする．

Dµφ(x) = (∂µ + ieAµ)

[
φ0 +

1√
2
[σ(x) + iπ(x)]

]
=

1√
2
∂µσ +

i√
2
∂µπ + ieAµφ0 +

i√
2
eAµσ(x)−

1√
2
eAµπ(x)

=

[
1√
2
∂µσ − 1√

2
eAµπ(x)

]
+

i√
2
∂µπ + ieAµφ0 +

i√
2
eAµσ(x)

なので，

(Dµφ)
†(Dµφ) =

[
1√
2
∂µσ − 1√

2
eAµπ(x)

]2
+

[
1√
2
∂µπ + eAµφ0 +

1√
2
eAµσ(x)

]2
=

1

2
(∂µσ)

2 +
1

2
e2AµA

µπ2 − eπAµ∂µσ

+
1

2
(∂µπ)

2 + φ0
2e2AµA

µ +
1

2
e2AµA

µσ2

+
√
2φ0eA

µ∂µπ +
√
2φ0e

2AµAµσ + eσAµ∂µπ

=
1

2
(
√
2φ0)

2e2AµA
µ +

1

2
(∂µσ)

2 +
1

2
(∂µπ)

2 +
1

2
e2AµA

µπ2 +
1

2
e2AµA

µσ2

+ eσAµ∂µπ − eπAµ∂µσ +
√
2φ0eA

µ∂µπ +
√
2φ0e

2AµAµσ.

さらに

φ†φ =

(
φ0 +

σ√
2

)2

+

(
π√
2

)2

= φ0
2 +

√
2φ0σ +

σ2

2
+
π2

2



(a)

および

(φ†φ)2 =

[(
φ0 +

σ√
2

)2

+

(
π√
2

)2
]2

=

(
φ0 +

σ√
2

)4

+ π2

(
φ0 +

σ√
2

)2

+
π4

4

= φ0
4 + (

√
2φ0)

3σ + 3φ0
2σ2 +

√
2φ0σ

3 +
σ4

4
+ π2

(
φ0

2 +
√
2φ0σ +

σ2

2

)
+
π4

4
.

以上から

L → −1

4
(Fµν)

2 +
1

2
(
√
2φ0)

2e2AµA
µ

+
1

2
(∂µσ)

2 +
1

2
(∂µπ)

2 +
1

2
e2AµA

µπ2 +
1

2
e2AµA

µσ2

+ eσAµ∂µπ − eπAµ∂µσ +
√
2φ0eA

µ∂µπ +
√
2φ0e

2AµAµσ

+ µ2

(√
2φ0σ +

σ2

2
+
π2

2

)
− λ

6

[
(
√
2φ0)

3σ + 3φ0
2σ2 +

√
2φ0σ

3 +
σ4

4
+ π2

(
φ0

2 +
√
2φ0σ +

σ2

2

)
+
π4

4

]
= −1

4
(Fµν)

2 +
1

2

(
6µ2e2

λ

)
AµA

µ +
1

2
(∂µσ)

2 − 1

2
(2µ2)σ2 +

1

2
(∂µπ)

2

− λ

6

[
σ4

4
+ µ

√
6

λ
σ3 +

π2σ2

2
+ µ

√
6

λ
π2σ +

π4

4

]

+
1

2
e2AµA

µπ2 +
1

2
e2AµA

µσ2

+ eσAµ∂µπ − eπAµ∂µσ + µ

√
6

λ
eAµ∂µπ + µ

√
6

λ
e2AµAµσ.
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Chapter 15

Non-Abelian Gauge Invariance

15.3 The Gauge-Invariant Wilson Loop

(15.62)

(15.56)を εの 1次まで展開すれば，

UP (x, x) ≈ 1 + ig

∮
ds
dxµ

ds
Aaµ(x(s))t

a ≈ 1 + ig

[
∂Aa2
∂x1

ε2 − ∂Aa1
∂x2

ε2
]
ta.

2次の展開は

− g2

2

∫ 1

0

ds1

∫ 1

0

ds2
dxµ

ds1

dxν

ds2
Aaµ(x(s1))A

b
ν(x(s1))P{tatb}

≈ −g
2

2
Aaµ(x)A

b
ν(x)

∫ 1

0

ds1

∫ 1

0

ds2
dxµ

ds1

dxν

ds2
P{tatb}

で与えられる．s1 > s2 なら P{tatb} = tatb である．

x1

x2

s = 0 s = 1/4

s = 1/2s = 3/4

µ = ν = 1の場合，dx1/ds 6= 0となるのは 0 < s < 1/4と 1/2 < s < 3/4のみ．



(15.62)

O
s1

s2

1

1

+ −

− +

s1 > s2 の領域では積分が 0になり，s1 < s2 の領域でも同様に積分は 0となる．
µ = ν = 2の場合，dx2/ds 6= 0となるのは 1/4 < s < 1/2と 3/4 < s < 1のみ．s1 > s2 の領域では積分

が 0になり，s1 < s2 の領域でも同様に積分は 0となる．
µ = 1, ν = 2の場合．

O
s1

s2

1

1

+ −

− +

s1 > s2 の領域では積分は
−16ε2

1

16
tatb = −ε2tatb.

s1 > s2 の領域では積分は
+16ε2

1

16
tbta = ε2tbta.

(15.44)から

ε2
g2

2
Aa1A

b
2[t

a, tb] =
i

2
g2ε2fabcAa1A

b
2t
c.

µ = 2, ν = 1の場合も同様なので，

UP (x, x) ≈ 1 + ig

[
∂Aa2
∂x1

ε2 − ∂Aa1
∂x2

ε2
]
ta + igε2fabcAa1A

b
2t
c

= 1 + igε2
[
∂1A

c
2 − ∂2A

c
1 + gfabcAa1A

b
2

]
tc.
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Chapter 16

Quantization of Non-Abelian Gauge Theories

16.3 Ghosts and Unitarity

Figure 16.5

Abµ

ca c̄c

k

p

q

cc
c̄a

(16.32)から

Lghost = c̄a
(
−g∂µfabcAbµ

)
cc + · · ·

= −gfabcc̄a(∂µAbµ)cc − gfabcc̄aAbµ(∂
µcc) + · · ·

= −gfabcc̄a(−iqµAbµ)cc − gfabcc̄aAbµ(−ikµcc) + · · ·

= −gfabcc̄a(−ipµAbµ)cc + · · ·

となるので，頂点は
iL → −gfabcpµ.

16.5 One-Loop Divergences of Non-Abelian Gauge Theory

p.522最後の式

フェルミオンは d(r)個の Diracスピノル ψi からなる：ψ = (ψ1, . . . , ψd(r))．Lie代数の生成子はサイズが
d(r)× d(r)の行列 d(G)個の集合：{ ta | 1 ≤ a ≤ d(G) }．

(16.34)のうち，ボソンとフェルミオンの頂点は

Lψ̄ψA = gψ̄iγµψjAbµ(t
b)ij



(16.72)

なので，
Abµ

ψi ψ̄j

ψjψ̄i = igγµ(tb)ij

で与えられる．よって，

b, νa, µ

p
i

p+ q

j
= −(ig)2

∫
ddp

(2π)d
Tr
[
γµ

i

/q
γν

i

/p+ /q

]
(ta)ji(t

b)ij

= −(ig)2
∫

ddp

(2π)d
Tr
[
γµ

i

/q
γν

i

/p+ /q

]
Tr[tatb].

(16.72)

一般ゲージ (16.29)

Aaµ(p)A
b
ν(q) = (2π)4 δ(4)(p+ q)

−i
p2

[
gµν − (1− ξ)

pµpν
p2

]
δab.

を使って計算する．

(16.62)の修正
(16.60)は

b, νa, µ
p+ q

p

d, σ

c, ρ

d, σ′

c, ρ′

=
1

2

∫
ddp

(2π)d
−i
p2

−i
(p+ q)2

g2facdf bcdNµν
ξ

= −g
2

2
C2(G)δ

ab

∫
ddp

(2π)d
1

p2(p+ q)2
Nµν
ξ

となる．ただし，

Nµν
ξ =

[
gσσ′ − (1− ξ)

(p+ q)σ(p+ q)σ′

(p+ q)2

] [
gρρ′ − (1− ξ)

pρpρ′

p2

]
× [gµρ(q − p)σ + gρσ(2p+ q)µ + gσµ(−p− 2q)ρ]

×
[
gνρ

′
(p− q)σ

′
+ gρ

′σ′
(−2p− q)ν + gσ

′ν(p+ 2q)ρ
′
]

= Nµν

− gσσ′(1− ξ)
pρpρ′

p2
[· · · ][· · · ]

− gρρ′(1− ξ)
(p+ q)σ(p+ q)σ′

(p+ q)2
[· · · ][· · · ]

+ (1− ξ)2
(p+ q)σ(p+ q)σ′

(p+ q)2
pρpρ′

p2
[· · · ][· · · ]
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(16.72) | (16.62)の修正

= Nµν

− 1− ξ

p2
[pµ(q − p)σ + pσ(2p+ q)µ + gσµp · (−p− 2q)]

× [pν(p− q)σ + pσ(−2p− q)ν + δνσp · (p+ 2q)]

− 1− ξ

(p+ q)2
[gµρ(p+ q) · (q − p) + (p+ q)ρ(2p+ q)µ + (p+ q)µ(−p− 2q)ρ]

× [δνρ(p+ q) · (p− q) + (p+ q)ρ(−2p− q)ν + (p+ q)ν(p+ 2q)ρ]

+
(1− ξ)2

p2(p+ q)2
[pµ(p+ q) · (q − p) + p · (p+ q)(2p+ q)µ + (p+ q)µp · (−p− 2q)]

× [pν(p+ q) · (p− q) + p · (p+ q)(−2p− q)ν + (p+ q)νp · (p+ 2q)]

= Nµν

− 1− ξ

p2
[pµ(q − p)σ + pσ(2p+ q)µ + gσµp · (−p− 2q)]

× [pν(p− q)σ + pσ(−2p− q)ν + δνσp · (p+ 2q)]

− 1− ξ

(p+ q)2
[(p+ q)µ(−p− 2q)σ + (p+ q)σ(2p+ q)µ + gσµ(p+ q) · (q − p)]

× [(p+ q)ν(p+ 2q)σ + (p+ q)σ(−2p− q)ν + δνσ(p+ q) · (p− q)]

+
(1− ξ)2

p2(p+ q)2
[pµ(p+ q) · (q − p) + p · (p+ q)(2p+ q)µ + (p+ q)µp · (−p− 2q)]

× [pν(p+ q) · (p− q) + p · (p+ q)(−2p− q)ν + (p+ q)νp · (p+ 2q)] .

ここで，第 2項の [· · · ][· · · ]を p 7→ p+ q および q 7→ −q とすれば第 3項の [· · · ][· · · ]となる．さらに，∫
ddp

(2π)d
1

p4(p+ q)2
7→
∫

ddp

(2π)d
1

(p+ q)4p2

となるので，第 2項と第 3項の積分は等しい．
第 4項を計算する．(6.42)より分母は∫

ddp

(2π)d
1

p4(p+ q)4
= 6

∫ 1

0

dx dy δ(x+ y − 1)

∫
ddp

(2π)d
xy

[yp2 + x(p+ q)2]4

= 6

∫ 1

0

dx

∫
ddp

(2π)d
x(1− x)

[(1− x)p2 + x(p+ q)2]4

= 6

∫ 1

0

dx

∫
ddP

(2π)d
x(1− x)

[P 2 −∆]4

(P = p+ xq, ∆ = −x(1− x)q2).

分子は

pµ(p+ q) · (q − p) + p · (p+ q)(2p+ q)µ + (p+ q)µp · (−p− 2q)

= pµ(q2 − p2) + (p2 + p · q)(2p+ q)µ + (p+ q)µ(−p2 − 2p · q)
= q2pµ − (p · q)qµ

及び

pν(p+ q) · (p− q) + p · (p+ q)(−2p− q)ν + (p+ q)νp · (p+ 2q)

= pν(p2 − q2) + (p2 + p · q)(−2p− q)ν + (p+ q)ν(p2 + 2p · q)
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= −q2pν + (p · q)qν

をかけて

[q2pµ − (p · q)qµ][−q2pν + (p · q)qν ]
= −q4pµpν − (p · q)2qµqν + q2(p · q)(pµqν + qµpν)

→ −q4
[
PµP ν + x2qµqν

]
−
[
P · q − xq2

]2
qµqν

+ q2[P · q − xq2][Pµqν + qµP ν − 2xqµqν ]

→ −q4
[
PµP ν + x2qµqν

]
−
[
(P · q)2 + x2q4

]
qµqν

+ q2
[
P ρqρ(P

µqν + qµP ν) + 2x2q2qµqν
]

= −q4PµP ν − x2q4qµqν −
[
(P · q)2 + x2q4

]
qµqν

+ q2qνqρP
µP ρ + q2qµqρP

νP ρ + 2x2q4qµqν

= −q4PµP ν − qρqσq
µqνP ρPσ + q2qνqρP

µP ρ + q2qµqρP
νP ρ

→ −q4 g
µν

d
P 2 − qρqσq

µqν
gρσ

d
P 2 + q2qνqρ

gµρ

d
P 2 + q2qµqρ

gνρ

d
P 2

= −q4 g
µν

d
P 2 − q2qµqν

1

d
P 2 + q2qνqµ

1

d
P 2 + q2qµqν

1

d
P 2

= −(q2gµν − qµqν)
q2

d
P 2.

よって，第 4項は

−3g2(1− ξ)2C2(G)δ
ab(q2gµν − qµqν)

q2

d

∫ 1

0

dxx(1− x)

∫
ddP

(2π)d
P 2

[P 2 −∆]4
[16.5.1]

となる（有限値）．
第 2項（と第 3項は等しい）を計算する．(6.40)から分母は∫

ddp

(2π)d
1

p4(p+ q)2

=

∫ 1

0

dx dy δ(x+ y − 1)

∫
ddp

(2π)d
2y

[(1− x)p2 + x(p+ q)2]3

= 2

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddP

(2π)d
1

[P 2 −∆]3
,

(P = p+ xq, ∆ = −x(1− x)q2).

分子は

[pµ(q − p)σ + pσ(2p+ q)µ + gσµp · (−p− 2q)]

× [pν(p− q)σ + pσ(−2p− q)ν + δνσp · (p+ 2q)]

= −pµpν(q − p)2 − gµν(p2 + 2p · q)2 − p2(q + 2p)µ(q + 2p)ν

+ p · (p− q)(2p+ q)µpν + p · (p+ 2q)(q − p)µpν + p · (p+ 2q)pµ(2p+ q)ν

+ ((µ↔ ν))

= −(Pµ − xqµ)(P ν − xqν)[P − (x+ 1)q]2

− gµν
[
(P − xq)2 + 2(P − xq) · q

]2
− (P − xq)2(2P + (1− 2x)q)µ(2P + (1− 2x)q)ν

110



(16.72) | (16.62)の修正

+ (P − xq) · (P − (x+ 1)q)(2P + (1− 2x)q)µ(P − xq)ν

+ (P − xq) · (P + (2− x)q)(−P + (x+ 1)q)µ(P − xq)ν

+ (P − xq) · (P + (2− x)q)(P − xq)µ(2P + (1− 2x)q)ν

+ ((µ↔ ν))

→ −(PµP ν − xPµqν − xqµP ν + x2qµqν)
[
P 2 − 2(x+ 1)P · q + (x+ 1)2q2

]
− gµν

[
P 2 − 2(x− 1)P · q + x(x− 2)q2

]2
− (P 2 − 2xP · q + x2q2)[4PµP ν + 2(1− 2x)(Pµqν + qµP ν) + (1− 2x)2qµqν ]

+ (P 2 − (2x+ 1)P · q + x(x+ 1)q2)(2PµP ν − 2xPµqν + (1− 2x)qµP ν − x(1− 2x)qµqν)

+ (P 2 + 2(1− x)P · q − x(2− x)q2)(−PµP ν + xPµqν + (x+ 1)qµP ν − x(x+ 1)qµqν)

+ (P 2 + 2(1− x)P · q − x(2− x)q2)(2PµP ν + (1− 2x)Pµqν − 2xqµP ν − x(1− 2x)qµqν)

+ ((µ↔ ν))

→ −P 2PµP ν − (x+ 1)2q2PµP ν − x2qµqνP 2

− x2(x+ 1)2q2qµqν − 2x(x+ 1)qρP
ρ(Pµqν + qµP ν)

− gµν
[
(P 2)2 + 4(x− 1)2qρqσP

ρPσ + 2x(x− 2)q2P 2 + x2(x− 2)2q4
]

− 4P 2PµP ν − 4x2q2PµP ν − (1− 2x)2qµqνP 2

− x2(1− 2x)2q2qµqν + 4x(1− 2x)qρP
ρ(Pµqν + qµP ν)

+ (P 2 − (2x+ 1)P · q + x(x+ 1)q2)[4PµP ν + (1− 4x)(Pµqν + qµP ν)− 2x(1− 2x)qµqν ]

+ (P 2 + 2(1− x)P · q − x(2− x)q2)[−2PµP ν + (2x+ 1)(Pµqν + qµP ν)− 2x(x+ 1)qµqν ]

+ (P 2 + 2(1− x)P · q − x(2− x)q2)[4PµP ν + (1− 4x)(Pµqν + qµP ν)− 2x(1− 2x)qµqν ]

= −P 2PµP ν − (x+ 1)2q2PµP ν − x2qµqνP 2

− x2(x+ 1)2q2qµqν − 2x(x+ 1)qρP
ρ(Pµqν + qµP ν)

− gµν
[
(P 2)2 + 4(x− 1)2qρqσP

ρPσ + 2x(x− 2)q2P 2 + x2(x− 2)2q4
]

− 4P 2PµP ν − 4x2q2PµP ν − (1− 2x)2qµqνP 2

− x2(1− 2x)2q2qµqν + 4x(1− 2x)qρP
ρ(Pµqν + qµP ν)

+ (2P 2 + (1− 4x)P · q + x(2x− 1)q2)[4PµP ν + (1− 4x)(Pµqν + qµP ν)− 2x(1− 2x)qµqν ]

+ (P 2 + 2(1− x)P · q − x(2− x)q2)[−2PµP ν + (2x+ 1)(Pµqν + qµP ν)− 2x(x+ 1)qµqν ]

→ −P 2PµP ν − (x+ 1)2q2PµP ν − x2qµqνP 2

− x2(x+ 1)2q2qµqν − 2x(x+ 1)qρP
ρ(Pµqν + qµP ν)

− gµν
[
(P 2)2 + 4(x− 1)2qρqσP

ρPσ + 2x(x− 2)q2P 2 + x2(x− 2)2q4
]

− 4P 2PµP ν − 4x2q2PµP ν − (1− 2x)2qµqνP 2

− x2(1− 2x)2q2qµqν + 4x(1− 2x)qρP
ρ(Pµqν + qµP ν)

+ 8P 2PµP ν + 4x(2x− 1)q2PµP ν − 4x(1− 2x)qµqνP 2

+ 2x2(1− 2x)2q2qµqν + (1− 4x)2qρP
ρ(Pµqν + qµP ν)

− 2P 2PµP ν + 2x(2− x)q2PµP ν − 2x(x+ 1)qµqνP 2

+ 2x2(2− x)(x+ 1)q2qµqν + 2(1− x)(2x+ 1)qρP
ρ(Pµqν + qµP ν)

= −gµν
[
(P 2)2 + 4(x− 1)2qρqσP

ρPσ + 2x(x− 2)q2P 2 + x2(x− 2)2q4
]

− P 2PµP ν − (x+ 1)2q2PµP ν − x2qµqνP 2

− x2(x+ 1)2q2qµqν − 2x(x+ 1)qρP
ρ(Pµqν + qµP ν)
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− 4P 2PµP ν − 4x2q2PµP ν − (1− 2x)2qµqνP 2

− x2(1− 2x)2q2qµqν + 4x(1− 2x)qρP
ρ(Pµqν + qµP ν)

+ 8P 2PµP ν + 4x(2x− 1)q2PµP ν − 4x(1− 2x)qµqνP 2

+ 2x2(1− 2x)2q2qµqν + (1− 4x)2qρP
ρ(Pµqν + qµP ν)

− 2P 2PµP ν + 2x(2− x)q2PµP ν − 2x(x+ 1)qµqνP 2

+ 2x2(2− x)(x+ 1)q2qµqν + 2(1− x)(2x+ 1)qρP
ρ(Pµqν + qµP ν)

= −gµν
[
(P 2)2 + 4(x− 1)2qρqσP

ρPσ + 2x(x− 2)q2P 2 + x2(x− 2)2q4
]

+ P 2PµP ν + (x2 − 2x− 1)q2PµP ν + (x2 − 2x− 1)qµqνP 2

+ x2(x− 2)2q2qµqν + (2x2 − 4x+ 3)qρP
ρ(Pµqν + qµP ν)

→ −gµν
[
(P 2)2 + 4(x− 1)2qρqσ

gρσ

d
P 2 + 2x(x− 2)q2P 2 + x2(x− 2)2q4

]
+ P 2PµP ν + (x2 − 2x− 1)q2

gµν

d
P 2 + (x2 − 2x− 1)qµqνP 2

+ x2(x− 2)2q2qµqν + (2x2 − 4x+ 3)qρ

(
qν
gµρ

d
P 2 + qµ

gνρ

d
P 2

)
= −gµν

[
(P 2)2 +

{
4

d
(x− 1)2 + 2x(x− 2)

}
q2P 2 + x2(x− 2)2q4

]
+ P 2PµP ν + (x2 − 2x− 1)q2

gµν

d
P 2 + (x2 − 2x− 1)qµqνP 2

+ x2(x− 2)2q2qµqν +
2

d
(2x2 − 4x+ 3)qµqνP 2

= P 2PµP ν − gµν(P 2)2 − gµν
{
1

d
(3x2 − 6x+ 5) + 2x(x− 2)

}
q2P 2

+

{
2

d
(2x2 − 4x+ 3) + (x2 − 2x− 1)

}
qµqνP 2 − x2(x− 2)2q2(gµνq2 − qµqν).

最後の項は積分すれば有限値

2g2(1− ξ)C2(G)δ
ab(gµνq2 − qµqν)

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddP

(2π)d
−x2(x− 2)2q2

[P 2 −∆]3
[16.5.2]

になるので，これ以降は考えない．
以上から (16.62)に加わる発散項は

2g2(1− ξ)C2(G)δ
ab

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddP

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

×
[
P 2PµP ν − gµν(P 2)2 − gµν

{
1

d
(3x2 − 6x+ 5) + 2x(x− 2)

}
q2P 2

+

{
2

d
(2x2 − 4x+ 3) + (x2 − 2x− 1)

}
qµqνP 2

] [16.5.3]
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(16.65)の修正
(16.63)は

a, µ b, ν

q

p

c, ρd, σ

=
1

2

∫
ddp

(2π)d
−i
p2

[
gρσ − (1− ξ)

pρpσ
p2

]
δcd(−ig2)

×
[
fabef cde(gµρgνσ − gµσgνρ) + facef bde(gµνgρσ − gµσgνρ) + fadef bce(gµνgρσ − gµρgνσ)

]
= (16.65) +

g2

2
(1− ξ)

∫
ddp

(2π)d
pρpσ
p4

δcd

×
[
fabef cde(gµρgνσ − gµσgνρ) + facef bde(gµνgρσ − gµσgνρ) + fadef bce(gµνgρσ − gµρgνσ)

]
= (16.65) +

g2

2
(1− ξ)

∫
ddp

(2π)d
pρpσ
p4

facef bce [gµνgρσ − gµσgνρ + gµνgρσ − gµρgνσ]

= (16.65) + g2(1− ξ)C2(G)δ
ab

∫
ddp

(2π)d
1

p4
[
gµνp2 − pµpν

]
= (16.65) + g2(1− ξ)C2(G)δ

ab

∫
ddp

(2π)d
gµνp2

p4
− g2(1− ξ)C2(G)δ

ab

∫
ddp

(2π)d
pµpν

p4
.

第 2項の積分は∫
ddp

(2π)d
p2

p4

=

∫
ddp

(2π)d
p2

p4
(p+ q)2

(p+ q)2

= 2

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
p2(p+ q)2

[P 2 −∆]3

= 2

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
(P − xq)2(P + (1− x)q)2

[P 2 −∆]3

= 2

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

×
[
P 2 − 2xP · q + x2q2

] [
P 2 + 2(1− x)P · q + (1− x)2q2

]
→ 2

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

×
[
(P 2)2 + (2x2 − 2x+ 1)q2P 2 − 4x(1− x)qρqσP

ρPσ + x2(1− x)2q4
]

→ 2

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

×
[
(P 2)2 + (2x2 − 2x+ 1)q2P 2 − 4x(1− x)qρqσ

gρσ

d
P 2 + x2(1− x)2q4

]
→ 2

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
1

[P 2 −∆]3
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×
[
(P 2)2 +

{
(2x2 − 2x+ 1)− 4

d
x(1− x)

}
q2P 2 + x2(1− x)2q4

]
.

第 3項の積分は∫
ddp

(2π)d
pµpν

p4

=

∫
ddp

(2π)d
pµpν

p4
(p+ q)2

(p+ q)2

= 2

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
pµpν(p+ q)2

[P 2 −∆]3

= 2

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
(P − xq)µ(P − xq)ν(P + (1− x)q)2

[P 2 −∆]3

= 2

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

×
[
PµP ν − x(Pµqν + qµP ν) + x2qµqν

]
[P 2 + 2(1− x)q · P + (1− x)2q2]

→ 2

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

×
[
P 2PµP ν + (1− x)2q2PµP ν + x2qµqνP 2

+ x2(1− x)2qµqνq2 − 2x(1− x)qρP
ρ(Pµqν + qµP ν)

]
→ 2

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

×
[
P 2PµP ν + (1− x)2q2

gµν

d
P 2 + x2qµqνP 2

+x2(1− x)2qµqνq2 − 2x(1− x)qρ

(
qν
gµρ

d
P 2 + qµ

gνρ

d
P 2

)]
= 2

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

×
[
P 2PµP ν + (1− x)2q2

gµν

d
P 2 + x2qµqνP 2 + x2(1− x)2qµqνq2 − 4

d
x(1− x)qµqνP 2

]
→ 2

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

×
[
P 2PµP ν + gµν

1

d
(1− x)2q2P 2 +

{
x2 − 4

d
x(1− x)

}
qµqνP 2 + x2(1− x)2qµqνq2

]
.

以上から (16.65)に加わる項は

2g2(1− ξ)C2(G)δ
ab

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

×
[
gµν(P 2)2 + gµν

{
(2x2 − 2x+ 1)− 4

d
x(1− x)

}
q2P 2 + gµνx2(1− x)2q4

]
− 2g2(1− ξ)C2(G)δ

ab

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

×
[
P 2PµP ν + gµν

1

d
(1− x)2q2P 2 +

{
x2 − 4

d
x(1− x)

}
qµqνP 2 + x2(1− x)2qµqνq2

]
= 2g2(1− ξ)C2(G)δ

ab

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

114



(16.72) | (16.65)の修正

×
[
−P 2PµP ν + gµν(P 2)2 + gµν

{
(2x2 − 2x+ 1) +

1

d
(3x2 − 2x− 1)

}
q2P 2

−
{
x2 − 4

d
x(1− x)

}
qµqνP 2 + x2(1− x)2q2(q2gµν − qµqν)

]
.

最後の項

2g2(1− ξ)C2(G)δ
ab(q2gµν − qµqν)

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
x2(1− x)2q2

[P 2 −∆]3
[16.5.4]

は有限なので，これ以降考えない．以上から，(16.65)に加わる発散項は

2g2(1− ξ)C2(G)δ
ab

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

×
[
−P 2PµP ν + gµν(P 2)2 + gµν

{
(2x2 − 2x+ 1) +

1

d
(3x2 − 2x− 1)

}
q2P 2

−
{
x2 − 4

d
x(1− x)

}
qµqνP 2

]
.

[16.5.5]

[16.5.3]と [16.5.5]を足して，ゲージによる修正（のうち発散する部分）は

2g2(1− ξ)C2(G)δ
ab

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddP

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

×
[
P 2PµP ν − gµν(P 2)2 − gµν

{
1

d
(3x2 − 6x+ 5) + 2x(x− 2)

}
q2P 2

+

{
2

d
(2x2 − 4x+ 3) + (x2 − 2x− 1)

}
qµqνP 2

]
+ 2g2(1− ξ)C2(G)δ

ab

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddp

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

×
[
−P 2PµP ν + gµν(P 2)2 + gµν

{
(2x2 − 2x+ 1) +

1

d
(3x2 − 2x− 1)

}
q2P 2

−
{
x2 − 4

d
x(1− x)

}
qµqνP 2

]
= 2g2(1− ξ)C2(G)δ

ab

∫ 1

0

dx (1− x)

∫
ddP

(2π)d
1

[P 2 −∆]3

×
[
gµν

{
(2x+ 1) +

2

d
(2x− 3)

}
q2P 2 −

{
(2x+ 1) +

2

d
(2x− 3)

}
qµqνP 2

]
= 2g2(1− ξ)C2(G)δ

ab(q2gµν − qµqν)

∫ 1

0

dx (1− x)

{
(2x+ 1) +

2

d
(2x− 3)

}
×
∫

ddP

(2π)d
P 2

[P 2 −∆]3

= 2g2(1− ξ)C2(G)δ
ab(q2gµν − qµqν)

∫ 1

0

dx (1− x)

{
(2x+ 1) +

2

d
(2x− 3)

}
× i

(4π)d/2
d

2

Γ(2− d/2)

Γ(3)

(
1

∆

)2−d/2

=
2ig2

(4π)d/2
(1− ξ)C2(G)δ

ab(q2gµν − qµqν)

×
∫ 1

0

dx (1− x)

{
(2x+ 1) +

2

d
(2x− 3)

}
Γ(2− d/2)

∆2−d/2
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(16.88)

≈ i(q2gµν − qµqν)δab
[
−g2

(4π)2
−1 + ξ

2
C2(G)Γ(2− d/2)

]
.

(16.71)と比べて
−5

3
7→ −5

3
+

−1 + ξ

2
= −13

6
+
ξ

2

とすれば良いことが分かる．

(16.88)

(10.36)の直前で定義したように，

ψ0 =
√
Z2ψ, Aµ0 =

√
Z3A

µ.

(16.86)の第 2項は

ψ̄0(i/∂ −m0)ψ0 = Z2ψ̄(i/∂ −m0)ψ = ψ̄(i/∂ −m)ψ + ψ̄(iδ2 /∂ − δm)ψ.

右辺の第 1項は (16.34)，第 2項は (16.87)に含まれる．他も同様．

16.6 Asymptotic Freedom: The Background Field Method

(16.99)

ラグランジアン (16.98)が不変なことを確かめる．随伴表現 (tb)ac = ifabc を使う．

Ãaµ = Aaµ +Aa
µ, D̃ac

µ = Dac
µ + fabcAb

µ = ∂µδ
ac + fabcÃbµ

とする．Ãaµ の変換は

Ãaµ → Aaµ +Aa
µ + (Dµβ)

a − fabcβbAc
µ

= Aaµ +Aa
µ +Dac

µ β
c − facbβcAb

µ

= Aaµ +Aa
µ + (∂µδ

ac + fabcAbµ)β
c + fabcβcAb

µ

= Aaµ +Aa
µ + (∂µδ

ac + fabcAbµ + fabcAb
µ)β

c

= Ãaµ + (∂µδ
ac + fabcÃbµ)β

c

= Ãaµ + D̃ac
µ β

c

= Ãaµ + (D̃µβ)
a

= Ãaµ + ∂µβ
a + fabcÃbµβ

c.

fermion
フェルミオンの変換は

ψa → ψa + iβb(tbψ)a = ψa + iβb(tb)acψ
c = ψa − fabcβbψc.

(15.30)と同様にフェルミオンの共変微分はフェルミオンと同じ変換になる．実際，

(D̃µψ)
a = D̃ac

µ ψ
c
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(16.99) | ghost

= (∂µδ
ac + fabcÃbµ)ψ

c

= ∂µψ
a + fabcÃbµψ

c

→ ∂µ(ψ
a − fabcβbψc) + fabc(Ãbµ + ∂µβ

b + f bdeÃdµβ
e)(ψc − f cfgβfψg)

≈ ∂µψ
a − fabc(∂µβ

b)ψc − fabcβb∂µψ
c

+ fabc
[
Ãbµψ

c + (∂µβ
b)ψc + f bdeÃdµβ

eψc − Ãbµf
cfgβfψg

]
= ∂µψ

a − fabcβb∂µψ
c + fabc

[
Ãbµψ

c + f bdeÃdµβ
eψc − Ãbµf

cfgβfψg
]

= ∂µψ
a + fabcÃbµψ

c − fabcβb∂µψ
c + fabcf bdeÃdµβ

eψc − fabcf cfgÃbµβ
fψg

= (D̃µψ)
a − fabcβb∂µψ

c + fabcf bdeÃdµβ
eψc − fadbf becÃdµβ

eψc

= (D̃µψ)
a − fabcβb∂µψ

c + (fabcf bde + febcfadb)Ãdµβ
eψc.

Jacobi恒等式 (15.70)から

= (D̃µψ)
a − fabcβb∂µψ

c − fdbcfeabÃdµβ
eψc

= (D̃µψ)
a − fabcβb∂µψ

c − f cdefabcÃdµβ
bψe

= (D̃µψ)
a − fabcβb(∂µψ

c + f cdeÃdµψ
e)

= (D̃µψ)
a − fabcβb(D̃µψ)

c

= (δac − fabcβb)(D̃µψ)
c.

(13.98)のフェルミオンの項は

ψ̄a(i /D
ac

+Ab
µγ

µ(tb)ac)ψ
c = ψ̄a(i /D

ac
+ ifabcAb

µγ
µ)ψc

= ψ̄a(iDac
µ γ

µ + ifabcAb
µγ

µ)ψc

= ψ̄ai(Dac
µ + fabcAb

µ)γ
µψc

= ψ̄aiγµD̃ac
µ ψ

c

= ψ̄aiγµ(D̃µψ)
a

→ ψ̄d(δad − fabdβb)(δac − fabcβb)iγµ(D̃µψ)c

≈ ψ̄d(δcd − f cbdβb − fdbcβb)iγµ(D̃µψ)c

= ψ̄dδcdiγµ(D̃µψ)c

= ψ̄ciγµ(D̃µψ)c

なので不変．

ghost
ゴーストの変換はフェルミオンと同じ：

ca → ca − fabcβbcc, (D̃µc)
a → (D̃µc)

a − fabcβb(D̃µc)
c

なので

(D2)accc + (Dµ)abf bdcAd
µc
c

= (Dµ)abDbc
µ c

c + (Dµ)abf bdcAd
µc
c

= (Dµ)ab(Dbc
µ + f bdcAd

µ)c
c
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(16.99) | boson

= (Dµ)abD̃bc
µ c

c

= (∂µδ
ab + fadbAdµ)(D̃

µc)b

→
[
∂µδ

ab + fadb(Adµ + ∂µβ
d + fdefAeµβ

f )
]
(δbg − f bhgβh)(D̃µc)g

=
[
∂µδ

ab + fadbAdµ + fadb(∂µβ
d + fdefAeµβ

f )
]
(δbg − f bhgβh)(D̃µc)g

=
[
Dab
µ + fadb(∂µβ

d) + fadbfdefAeµβ
f
]
(δbg − f bhgβh)(D̃µc)g

≈
[
Dag
µ + fadg(∂µβ

d) + fadgfdefAeµβ
f − f bhg(Dab

µ )βh
]
(D̃µc)g

=
[
Dag
µ + fadg(∂µβ

d) + fadgfdefAeµβ
f − f bhg(∂µδ

ab + facbAcµ)β
h
]
(D̃µc)g

=
[
Dag
µ + fadg(∂µβ

d) + fadgfdefAeµβ
f − fahg(∂µ)β

h − f bhgfacbAcµβ
h
]
(D̃µc)g

=
[
Dag
µ + fadg(∂µβ

d) + fadgfdefAeµβ
f − fahg(∂µβ

h)− fahgβh∂µ − f bhgfacbAcµβ
h
]
(D̃µc)g

=
[
Dag
µ + fabgf befAeµβ

f − fahgβh∂µ − f bfgfaebAeµβ
f
]
(D̃µc)g

=
[
Dag
µ + (fabgf bef + ffbgfaeb)Aeµβ

f − fahgβh∂µ
]
(D̃µc)g

=
[
Dag
µ − febgffabAeµβ

f − fahgβh∂µ
]
(D̃µc)g.

(16.98)のゴーストの項は

c̄a
[
(D2)accc + (Dµ)abf bdcAd

µc
c
]

→ c̄c(δac − fadcβd)
[
Dag
µ − febgffabAeµβ

f − fahgβh∂µ
]
(D̃µc)g

≈ c̄c
(
Dcg
µ − febgffcbAeµβ

f − f chgβh∂µ − fadcβdDag
µ

)
(D̃µc)g

= c̄c
[
Dcg
µ − febgffcbAeµβ

f − f cdgβd∂µ − fadcβd(∂µδ
ag + fabgAbµ)

]
(D̃µc)g

= c̄c
[
Dcg
µ − febgffcbAeµβ

f − fadcfabgAbµβ
d
]
(D̃µc)g

= c̄c
[
Dcg
µ − febgffcbAeµβ

f − f bfcf begAeµβ
f
]
(D̃µc)g

= c̄cDcg
µ (D̃µc)g

なので不変．

boson
ボソンの変換はゴーストと同じ

Aa
µ → Aa

µ − fabcβbAc
µ, (DµAµ)

a → (DµAµ)
a − fabcβb(DµAµ)

c

なので，ゲージ依存の項 (DµAµ)
a)2 も不変．

F̃ aµν = ∂µÃ
a
ν − ∂νÃ

a
µ + fabcÃbµÃ

c
ν = F aµν + (DµAν)

a − (DνAµ)
a + fabcAb

µAc
ν

の変換は

F̃ aµν = ∂µÃ
a
ν − ∂νÃ

a
µ + fabcÃbµÃ

c
ν

→ ∂µ(Ã
a
ν + ∂νβ

a + fabcÃbνβ
c)− ∂ν(Ã

a
µ + ∂µβ

a + fabcÃbµβ
c)

+ fabc(Ãbµ + ∂µβ
b + f bdeÃdµβ

e)(Ãcν + ∂νβ
c + f cfgÃfνβ

g)

≈ ∂µÃ
a
ν − ∂νÃ

a
µ + fabcβc(∂µÃ

b
ν − ∂νÃ

b
µ) + fabc(Ãbν∂µ − Ãbµ∂ν)β

c

+ fabcÃbµÃ
c
ν + fabcÃbµ(∂νβ

c + f cfgÃfνβ
g) + fabcÃcν(∂µβ

b + f bdeÃdµβ
e)

= ∂µÃ
a
ν − ∂νÃ

a
µ + fabcÃbµÃ

c
ν
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(16.122)

+ fabcβc(∂µÃ
b
ν − ∂νÃ

b
µ) + fabcf cfgÃbµÃ

f
νβ

g + fabcf bdeÃdµÃ
c
νβ

e

= F̃ aµν + fabcβc(∂µÃ
b
ν − ∂νÃ

b
µ) + fabcf cfgÃbµÃ

f
νβ

g + facff cbgÃbµÃ
f
νβ

g

= F̃ aµν + fabcβc(∂µÃ
b
ν − ∂νÃ

b
µ) + (fabcf cfg + fgbcfafc)ÃbµÃ

f
νβ

g

= F̃ aµν − fabcβb(∂µÃ
c
ν − ∂νÃ

c
µ)− ffbcfgacÃbµÃ

f
νβ

g

= F̃ aµν − fabcβb(∂µÃ
c
ν − ∂νÃ

c
µ + f cdeÃdµÃ

e
ν)

= F̃ aµν − fabcβbF̃ cµν .

(13.98)のボソンの項は

(F̃ aµν)
2 → (F̃ aµν − fabcβbF̃ cµν)(F̃

µν
a − fadeβdF̃µνe )

≈ (F̃ aµν)
2 − fabcβbF̃ cµν F̃

µν
a − fadeβdF̃ aµν F̃

µν
e

= (F̃ aµν)
2 − fabcβbF̃ cµν F̃

µν
a − febaβbF̃ eµν F̃

µν
a

= (F̃ aµν)
2

なので不変．

(16.122)

ボソン Aa
µ の場合を考える．(16.109)で定義したように

(∆G,1)
µν
ac = −(D2)acg

µν + 2F bρσ(J ρσ)µν(tb)ac.

これを (a, µ; c, ν)を添字とする 4d(r)× 4d(r)行列と考える．
(∆G,1)

µν
ac の固有値と固有函数（pでラベルする）を

(∆G,1)
µν
ac (x)φ

c(p)
ν (x) = V(p)(x)φ

a(p)
µ (x)

とおけば，
det∆G,1 =

∏
x

det∆G,1(x) =
∏
x

∏
p

V(p)(x).

よって

log det∆G,1 =
∑
x

∑
p

logV(p)(x) =
∑
x

Tr log∆G,1(x) =

∫
ddx Tr log∆G,1(x)

=

∫
ddx (log∆G,1(x))

µµ
aa

∼
∫
ddx

[
log
{
1 + (−∂2)−1(∆(1) +∆(2) +∆(J ))

}]µµ
aa

≈
∫
ddx

[
(−∂2)−1(∆(1) +∆(2) +∆(J )) + · · ·

]µµ
aa
.

このうち ∆(1) の 2乗を含む項は

− 1

2

∫
ddx 〈x|

[
(−∂2)−1∆(1)(−∂2)−1∆(1)

]µµ
cc

|x〉

= −g
µνgνµ
2

∫
ddx 〈x| (−∂2)−1∆(1)

cd (−∂
2)−1∆

(1)
dc |x〉
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(16.122)

= −2

∫
ddx

∫
ddp

(2π)d
〈x| (−∂2)−1∆(1)

cd (−∂
2)−1∆

(1)
dc e
−ip·x |p〉

= −2

∫
ddx

∫
ddp

(2π)d
〈x| (−∂2)−1∆(1)

cd (−∂
2)−1

[
2Abνi∂

ν + (i∂νAbν)
]
(tb)dce

−ip·x |p〉

= −2

∫
ddx

∫
ddp

(2π)d

∫
ddk

(2π)d
〈x| (−∂2)−1∆(1)

cd (−∂
2)−1e−ik·x(2p+ k)νAbν(k)e

−ip·x |p〉 (tb)dc

= −2

∫
ddx

∫
ddp

(2π)d

∫
ddk

(2π)d
〈x| (−∂2)−1∆(1)

cd (−∂
2)−1e−i(p+k)·x |p〉 (2p+ k)νAbν(k)(t

b)dc

= −2

∫
ddx

∫
ddp

(2π)d

∫
ddk

(2π)d
〈x| (−∂2)−1∆(1)

cd

1

(p+ k)2
e−i(p+k)·x |p〉 (2p+ k)νAbν(k)(t

b)dc

= −2

∫
ddx

∫
ddp

(2π)d

∫
ddk

(2π)d
〈x| (−∂2)−1

[
2Aaµi∂

µ + (i∂µAaµ)
]
(ta)cde

−i(p+k)·x |p〉

× (2p+ k)ν

(p+ k)2
Abν(k)(t

b)dc

= −2

∫
ddx

∫
ddp

(2π)d

∫
ddk

(2π)d

∫
ddq

(2π)d
〈x| (−∂2)−1e−iq·xAaµ(q)e−i(p+k)·x |p〉

× (2p+ 2k + q)µ
(2p+ k)ν

(p+ k)2
Abν(k)(t

a)cd(t
b)dc

= −2

∫
ddx

∫
ddp

(2π)d

∫
ddk

(2π)d

∫
ddq

(2π)d
〈x| e−i(p+k+q)·x |p〉 (2p+ 2k + q)µ

(p+ k + q)2

× (2p+ k)ν

(p+ k)2
Aaµ(q)A

b
ν(k)(t

a)cd(t
b)dc

= −2

∫
ddx

∫
ddp

(2π)d

∫
ddk

(2π)d

∫
ddq

(2π)d
〈x|p〉 e−i(p+k+q)·x (2p+ 2k + q)µ

(p+ k + q)2

× (2p+ k)ν

(p+ k)2
Aaµ(q)A

b
ν(k)(t

a)cd(t
b)dc

= −2

∫
ddx

∫
ddp

(2π)d

∫
ddk

(2π)d

∫
ddq

(2π)d
e−i(k+q)·x

(2p+ 2k + q)µ

(p+ k + q)2

× (2p+ k)ν

(p+ k)2
Aaµ(q)A

b
ν(k)(t

a)cd(t
b)dc

= −2

∫
ddp

(2π)d

∫
ddk

(2π)d

∫
ddq

(2π)d
(2π)d δ(d)(k + q)

(2p+ 2k + q)µ

(p+ k + q)2

× (2p+ k)ν

(p+ k)2
Aaµ(q)A

b
ν(k)(t

a)cd(t
b)dc

= −2

∫
ddp

(2π)d

∫
ddk

(2π)d
(2p+ k)µ

p2
(2p+ k)ν

(p+ k)2
Aaµ(−k)Abν(k)Tr(tatb).

∆(J ) の 2 乗を含む項で，Lorentz 添字についてトレースを取ると (J ρσ)λκ(J αβ)κλ = Tr[J ρσJ αβ ] を
得る．
フェルミオンの場合は，Lorentz添字 µ = 0, . . . , 3の代わりに Diracスピノルの添字 α = 1, . . . 4を考える．
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Problem 16.3: Counterterm relations

Problems

Problem 16.3: Counterterm relations

(b)
3ボソン頂点 3つのダイアグラムを考える．

aµ

bν cρ

p− k

dσ

k

eλ

k

fκ

p

p

分母は k4(k − p)2 なので，k = `+ xpで，`2 の項のみが発散する．分子は*1

(Num) = 2k2gµνkρ + 4k2gµνpρ + 2k2gµρkν − 3k2gµρpν

+ 2k2gνρkµ − 3k2gνρpµ − 8(k · p)gµνpρ − 2(k · p)gµρkν

+ 3(k · p)gµρpν − 2(k · p)gνρkµ + 3(k · p)gνρpµ + 10p2gµνkρ

− p2gµρkν − p2gνρkµ + 18kµkνkρ − 9kµkρpν

+ 3kµpνpρ − 9kνkρpµ + 3kνpµpρ − 6kρpµpν

∼ 2k2gµνkρ + 4k2gµνpρ + 2k2gµρkν − 3k2gµρpν

+ 2k2gνρkµ − 3k2gνρpµ − 2(k · p)gµρkν

− 2(k · p)gνρkµ

+ 18kµkνkρ − 9kµkρpν

− 9kνkρpµ

∼ 2gµν(`+ xp)2(`+ xp)ρ + 4gµν(`+ xp)2pρ + 2gµρ(`+ xp)2(`+ xp)ν − 3gµρ(`+ xp)2pν

+ 2gνρ(`+ xp)2(`+ xp)µ − 3gνρ(`+ xp)2pµ − 2gµρp · (`+ xp)(`+ xp)ν

− 2gνρp · (`+ xp)(`+ xp)µ

+ 18(`+ xp)µ(`+ xp)ν(`+ xp)ρ − 9(`+ xp)µ(`+ xp)ρpν

− 9(`+ xp)ν(`+ xp)ρpµ

∼ 2gµν [xpρ`2 + 2x(p · `)`ρ] + 4gµνpρ`2 + 2gµρ[xpν`2 + 2x(p · `)`ν ]− 3gµρpν`2

+ 2gνρ[xpµ`2 + 2x(p · `)`µ]− 3gνρpµ`2 − 2gµρ(p · `)`ν − 2gνρ(p · `)`µ

+ 18x(pµ`ν`ρ + pν`ρ`µ + pρ`µ`ν)− 9pν`µ`ρ − 9pµ`ν`ρ

∼ 3xgµνpρ`2 + 4gµνpρ`2 + 3xgµρpν`2 − 3gµρpν`2

+ 3xgνρpµ`2 − 3gνρpµ`2 − 1

2
gµρpν`2 − 1

2
gνρpµ`2

+
18x− 9

4
gνρpµ`2 +

18x− 9

4
gµρpν`2 +

9

2
xgµνpρ`2

*1 ./src/py/NonAbelian_1loop.ipynb
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Problem 16.3: Counterterm relations | (c)

=
15x+ 8

2
gµνpρ`2 +

30x− 23

4
(gµρpν + gνρpµ)`2.

(c)
4ボソン頂点 2つのダイアグラムを考える．

aµ bν

cρ dσ

eλ fκ

aµ bν

cρ dσ

aµ bν

cρ dσ

1つ目のダイアグラムは

[fabgfefg (−gµκgνλ + gµλgνκ) + faegfbfg (gκλgµν − gµκgνλ) + fafgfbeg (gκλgµν − gµλgνκ)]

× [fcdhfefh (−gρκgσλ + gρλgσκ) + fechffdh (gκλgρσ − gρκgσλ) + fedhffch (gκλgρσ − gρλgσκ)]

= 2fabgf cdhfefgfefhgµρgνσ − 2fabgf cdhfefgfefhgµσgνρ

+ fabgfechfefgffdhgµρgνσ − fabgfechfefgffdhgµσgνρ

− fabgfedhfefgffchgµρgνσ + fabgfedhfefgffchgµσgνρ

+ faegf bfgf cdhfefhgµρgνσ − faegf bfgf cdhfefhgµσgνρ

+ 2faegf bfgfechffdhgµνgρσ + faegf bfgfechffdhgµρgνσ

+ 2faegf bfgfedhffchgµνgρσ + faegf bfgfedhffchgµσgνρ

− fafgf begf cdhfefhgµρgνσ + fafgf begf cdhfefhgµσgνρ

+ 2fafgf begfechffdhgµνgρσ + fafgf begfechffdhgµσgνρ

+ 2fafgf begfedhffchgµνgρσ + fafgf begfedhffchgµρgνσ

= 2fabgf cdhfefgfefh(gµρgνσ − gµσgνρ)

+ (fabgfechfefgffdh − fabgfedhfefgffch)(gµρgνσ − gµσgνρ)

+ (faegf bfgf cdhfefh − fafgf begf cdhfefh)(gµρgνσ − gµσgνρ)

+ (faegf bfgfechffdh + fafgf begfedhffch)(2gµνgρσ + gµρgνσ)

+ (faegf bfgfedhffch + fafgf begfechffdh)(2gµνgρσ + gµσgνρ)

= 2fabgf cdhfefgfefh(gµρgνσ − gµσgνρ)

+ 2fabgfechfefgffdh(gµρgνσ − gµσgνρ)

+ 2faegf bfgf cdhfefh(gµρgνσ − gµσgνρ)

+ 2faegf bfgfechffdh(2gµνgρσ + gµρgνσ)

+ 2faegf bfgfedhffch(2gµνgρσ + gµσgνρ)

1行目は
2fabgf cdhfefgfefh = 2fabgf cdhC2(G)δ

gh = 2fabgf cdgC2(G).

(16.79)から

iTr(taGtbGtcG) = fadefebfffdc = −1

2
fabcC2(G) [16.6.6]

122



Problem 16.3: Counterterm relations | (c)

なので，2行目は
2fabgfechfefgffdh = −2fabgf cehfhdfffeg = fabgf cdgC2(G).

同様に 3行目は
2faegf bfgf cdhfefh = −2f cdhfaegfgbfffeh = f cdhfabhC2(G).

以上から，

= 4C2(G)f
abgf cdg(gµρgνσ − gµσgνρ)

+ 2faegf bfgfechffdh(2gµνgρσ + gµρgνσ)

+ 2faegf bfgfedhffch(2gµνgρσ + gµσgνρ)

= 4C2(G)f
abgf cdg(gµρgνσ − gµσgνρ)

+ 2Tr(taGtbGtdGtcG)(2gµνgρσ + gµρgνσ)

+ 2Tr(taGtbGtcGtdG)(2gµνgρσ + gµσgνρ).

随伴表現は
(tb†G )ac = (tbG)

∗
ca = (ifcba)

∗ = −ifcba = ifabc = (tbG)ac

なので taG は Hermite行列．さらに taGt
b
Gt
c
Gt
d
G は実数なので

Tr(taGtbGtcGtdG) = (taG)ij(t
b
G)jk(t

c
G)kl(t

d
G)li = (taG)

∗
ij(t

b
G)
∗
jk(t

c
G)
∗
kl(t

d
G)
∗
li

= (taG)ji(t
b
G)kj(t

c
G)lk(t

d
G)il

= Tr(taGtdGtcGtbG).
[16.6.7]

[16.6.6]と併せて

C2(G)f
abgf cdg = −2iTr(taGtbGt

g
G)f

cdg = −2Tr(taGtbG[tcG, tdG])

= −2Tr(taGtbGtcGtdG) + 2Tr(taGtbGtdGtcG).
[16.6.8]

よって，

= 4[−2Tr(taGtbGtcGtdG) + 2Tr(taGtbGtdGtcG)](gµρgνσ − gµσgνρ)

+ 2Tr(taGtbGtdGtcG)(2gµνgρσ + gµρgνσ)

+ 2Tr(taGtbGtcGtdG)(2gµνgρσ + gµσgνρ)

= 2Tr(taGtbGtcGtdG)(2gµνgρσ − 4gµρgνσ + 5gµσgνρ)

+ 2Tr(taGtbGtdGtcG)(2gµνgρσ + 5gµρgνσ − 4gµσgνρ).

残りのダイアグラムは ((bν ↔ cρ))，((bν ↔ dσ))によって得られる．合計は

= 2Tr(taGtbGtcGtdG)(2gµνgρσ − 4gµρgνσ + 5gµσgνρ)

+ 2Tr(taGtcGtbGtdG)(2gµρgνσ − 4gµνgρσ + 5gµσgνρ)

+ 2Tr(taGtbGtcGtdG)(2gµσgνρ − 4gµρgνσ + 5gµνgρσ)

+ 2Tr(taGtbGtdGtcG)(2gµνgρσ + 5gµρgνσ − 4gµσgνρ)

+ 2Tr(taGtbGtdGtcG)(2gµρgνσ + 5gµνgρσ − 4gµσgνρ)

+ 2Tr(taGtcGtbGtdG)(2gµσgνρ + 5gµρgνσ − 4gµνgρσ)

= 2Tr(taGtbGtcGtdG)[7gµνgρσ − 8gµρgνσ + 7gµσgνρ]
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+ 2Tr(taGtbGtdGtcG)[7gµνgρσ + 7gµρgνσ − 8gµσgνρ]

+ 2Tr(taGtcGtbGtdG)[−8gµνgρσ + 7gµρgνσ + 7gµσgνρ].

4ボソン頂点 1つと 3ボソン頂点 2つのダイアグラムを考える．

aµ bν

cρ dσ

k

gτ

k

eλ

k

fκ

aµ bν

cρ dσ

aµ

bν

cρ

dσ

aµ

bν

cρ

dσ

aµ

bν

cρ

dσ

aµ

bν

cρ

dσ

1つ目のダイアグラムは faegf bgf × (efcd)×

(−2gλτkµ + gµλkτ + gµτkλ) (−2gκτkν + gνκkτ + gντkκ)

= gµλgνκk
2 + 4gκλkµkν − 2gµκkλkν − gµλkκkν + gµνkκkλ − gνκkλkµ − 2gνλkκkµ

∼ gµλgνκk
2 + gκλgµνk

2 − 1

2
gµκgνλk

2 − 1

4
gµλgνκk

2 +
1

4
gµνgλκk

2 − 1

4
gνκgµλk

2 − 1

2
gνλgµκk

2

=
5

4
gµνgλκk

2 +
1

2
gµλgνκk

2 − gµκgνλk
2.

従って，k2 の係数は faegf bgf/4×[
f cdhfefh

(
−gρκgσλ + gρλgσκ

)
+ fechffdh

(
gκλgρσ − gρκgσλ

)
+ fedhffch

(
gκλgρσ − gρλgσκ

)]
×
(
5gµνgλκ + 2gµλgνκ − 4gµκgνλ

)
= 6f cdhfefhgµρgνσ − 6f cdhfefhgµσgνρ + 13fechffdhgµνgρσ + 4fechffdhgµρgνσ

− 2fechffdhgµσgνρ + 13fedhffchgµνgρσ − 2fedhffchgµρgνσ + 4fedhffchgµσgνρ

= 6f cdhfefh(gµρgνσ − gµσgνρ)

+ fechffdh(13gµνgρσ + 4gµρgνσ − 2gµσgνρ)

+ fedhffch(13gµνgρσ − 2gµρgνσ + 4gµσgνρ).

[16.6.6][16.6.8]を使えば

3

2
faegf bgff cdhfefh(gµρgνσ − gµσgνρ)

+
1

4
faegf bgffechffdh(13gµνgρσ + 4gµρgνσ − 2gµσgνρ)

+
1

4
faegf bgffedhffch(8gµνgρσ − 2gµρgνσ + 4gµσgνρ)
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= −3

4
C2(G)f

abhf cdh(gµρgνσ − gµσgνρ)

− 1

4
Tr(taGtbGtdGtcG)(13gµνgρσ + 4gµρgνσ − 2gµσgνρ)

− 1

4
Tr(taGtbGtcGtdG)(13gµνgρσ − 2gµρgνσ + 4gµσgνρ)

=
3

2

[
Tr(taGtbGtcGtdG)− Tr(taGtbGtdGtcG)

]
(gµρgνσ − gµσgνρ)

− 1

4
Tr(taGtbGtdGtcG)(13gµνgρσ + 4gµρgνσ − 2gµσgνρ)

− 1

4
Tr(taGtbGtcGtdG)(13gµνgρσ − 2gµρgνσ + 4gµσgνρ)

=
1

4
Tr(taGtbGtcGtdG)(−13gµνgρσ + 8gµρgνσ − 10gµσgνρ)

+
1

4
Tr(taGtbGtdGtcG)(−13gµνgρσ − 10gµρgνσ + 8gµσgνρ).

残りのダイアグラムは ((aµ, bν ↔ cρ, dσ))，((aµ↔ dσ))，((bν ↔ cρ))，((bν ↔ dσ))，((aµ↔ cρ))の置換に
よって得られる．[16.6.7]に注意して全て足せば（1, 2個目及び 3, 4個目及び 5, 6個目はそれぞれ同じ値に
なる），

1

2
Tr(taGtbGtcGtdG)(−13gµνgρσ + 8gµρgνσ − 10gµσgνρ)

+
1

2
Tr(taGtcGtbGtdG)(−13gνσgµρ + 8gρσgνµ − 10gµσgνρ)

+
1

2
Tr(taGtbGtcGtdG)(−13gµσgνρ + 8gµρgνσ − 10gµνgρσ)

+
1

2
Tr(taGtbGtdGtcG)(−13gµνgρσ − 10gµρgνσ + 8gµσgνρ)

+
1

2
Tr(taGtbGtdGtcG)(−13gνσgµρ − 10gρσgµν + 8gµσgνρ)

+
1

2
Tr(taGtcGtbGtdG)(−13gµσgνρ − 10gµρgνσ + 8gµνgρσ)

= Tr(taGtbGtcGtdG)(−23gµνgρσ + 16gµρgνσ − 23gµσgνρ)

+ Tr(taGtbGtdGtcG)(−23gµνgρσ − 23gµρgνσ + 16gµσgνρ)

+ Tr(taGtcGtbGtdG)(16gµνgρσ − 23gµρgνσ − 23gµσgνρ).

3ボソン頂点 4つのダイアグラムを考える．

aµ bν

cρ dσ

k

hη

k eλ

k

fκ

kgξ

aµ bν

cρ dσ

hη

eλ

fκ

gξ

aµ bν

cρ dσ

hη

eλ

fκ

gξ

1つ目のダイアグラムは faehfecffgfdf bhg×(
−2gληkµ + gµηkλ + gµλkη

) (
−2gκλkρ + gρκkλ + gρλkκ

)
×
(
−2gκξkσ + gσκkξ + gσξkκ

) (
gνηkξ + gνξkη − 2gξηkν

)
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= k4gµνgρσ + k4gµρgνσ + 3k2gµνkρkσ + 3k2gµρkνkσ + 3k2gνσkµkρ + 3k2gρσkµkν + 34kµkνkρkσ

となる．(A.47)(A.48)を参考にすれば

kµkνkρkσ → 1

24
(gµνgρσ + gµρgνσ + gµσgνρ)

として良いことが分かる．よって，k4 の係数は Tr(taGtbGtdGtcG)×

gµνgρσ + gµρgνσ +
3

4
gµνgρσ +

3

4
k2gµρgνσ +

3

4
gνσgµρ +

3

4
gρσgµν +

17

12
(gµνgρσ + gµρgνσ + gµσgνρ)

=
47

12
gµνgρσ +

47

12
gµρgνσ +

17

12
gµσgνρ.

残りのダイアグラムは ((aµ↔ bν))，((bν ↔ dσ))によって得られる．
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Chapter 17

Quantum Chromodynamics

17.4 Hard-Scattering Processes in Hadron Collisions

(17.58)

Jacobianを計算するコード．

import sympy
p = sympy.Symbol('p')
y_3 = sympy.Symbol('y_3')
y_4 = sympy.Symbol('y_4')
y = (y_3−y_4)/2
Y = (y_3+y_4)/2

x_1 = 2 ∗ p ∗ sympy.cosh(y) ∗ sympy.exp(Y)
x_2 = 2 ∗ p ∗ sympy.cosh(y) ∗ sympy.exp(−Y)
t = −2 ∗ p∗∗2 ∗ sympy.cosh(y) ∗ sympy.exp(−y)

O = sympy.Matrix([x_1, x_2, t])
N = sympy.Matrix([y_3, y_4, p])
J = sympy.det(O.jacobian(N))
print(sympy.simplify(J))

(17.67)

e−Le
+
R → e−Re

+
L の過程を考える．

e−L e+R

e−R e+L

p
p′

k
k′



Problem 17.4: The gluon splitting function

Section 5.2と同様に，射影演算子 (1± γ5)/2を使えば

iM = ie2ū(k)γµ
1− γ5

2
v(k′)

1

(p+ p′)2
v̄(p′)γµ

1− γ5

2
u(p)

=
ie2

s
ū(k)γµ

1− γ5

2
v(k′)v̄(p′)γµ

1− γ5

2
u(p)

なので

|M|2 =
e4

s2
ū(k)γµ

1− γ5

2
v(k′)v̄(k′)γν

1− γ5

2
u(k)

× v̄(p′)γµ
1− γ5

2
u(p)ū(p)γν

1− γ5

2
v(p′).

入射電子・陽電子に関してはスピンを平均，散乱電子・陽電子に関してはスピンを合計して，

1

4

∑
spins

|M|2 =
e4

4s2
Tr
(
/kγµ

1− γ5

2
/k′γν

1− γ5

2

)
Tr
(
/p′γµ

1− γ5

2
/pγν

1− γ5

2

)

=
e4

4s2
Tr
(
/kγµ /k′γν

1− γ5

2

)
Tr
(
/p′γµ/pγν

1− γ5

2

)
=

e4

4s2
E2(1− cos θ)2

=
e4

4

(
t

s

)2

.

トレースの計算は (5.23)の結果を利用した．(4.85)から

dσ

d cos θ
=

|M|2

32πs
=

e2

128πs

(
t

s

)2

=
πα2

8s

(
t

s

)2

.

さらに
t = −E2(1− cos θ)2 − E2 sin2 θ = E2(2 cos θ − 2) =

s

2
(cos θ − 1)

なので
dσ

dt
=

2

s

dσ

d cos θ
=
πα2

4s2

(
t

s

)2

.

Problems

Problem 17.4: The gluon splitting function

Pg←g(z, )の規格化条件を求める．(17.39)と同様に

∫ 1

0

dz z

∑
f

{
ff (z,Q) + ff̄ (z,Q)

}
+ fg(z,Q)

 = 1.

(17.128)を積分して

d

d logQ

∫ 1

0

dxxfg(x,Q)
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=
αs
π

∫ 1

0

dxx

∫ 1

x

dz

z

Pgq(z)∑
f

{
ff (x/z) + ff̄ (x/z)

}
+ Pgg(z)fg(x/z)


=
αs
π

∫ 1

0

ds s

∫ 1

0

dz z

Pgq(z)∑
f

{
ff (s) + ff̄ (s)

}
+ Pgg(z)fg(s)


となる（s = x/z とした）．他の式も同様にして

d

d logQ

∫ 1

0

dxxff (x,Q) =
αs
π

∫ 1

0

ds s

∫ 1

0

dz z [Pqq(z)ff (s) + Pqg(z)fg(s)] ,

d

d logQ

∫ 1

0

dxxff̄ (x,Q) =
αs
π

∫ 1

0

ds s

∫ 1

0

dz z
[
Pqq(z)ff̄ (s) + Pqg(z)fg(s)

]
.

以上から，

0 =
d

d logQ

∫ 1

0

dxx

∑
f

{
ff (x,Q) + ff̄ (x,Q)

}
+ fg(x,Q)


=
αs
π

∫ 1

0

ds s

∫ 1

0

dz z

{Pgq(z) + Pqq(z)}
∑
f

{
ff (s) + ff̄ (s)

}
+ {2nfPqg(z) + Pgg(z)}fg(s)


=
αs
π

∫ 1

0

ds s
{
ff (s) + ff̄ (s)

}∫ 1

0

dz z{Pgq(z) + Pqq(z)}

+
αs
π

∫ 1

0

ds sfg(s)

∫ 1

0

dz z{2nfPqg(z) + Pgg(z)}

= −αs
π

∫ 1

0

ds sfg(s)

∫ 1

0

dz z{Pgq(z) + Pqq(z)}+
αs
π

∫ 1

0

ds sfg(s)

∫ 1

0

dz z{2nfPqg(z) + Pgg(z)}

なので， ∫ 1

0

dz z{2nfPqg(z) + Pgg(z)} =

∫ 1

0

dz z{Pgq(z) + Pqq(z)}

= 3

∫ 1

0

dz

[
1 + (1− z)2 +

z + z3

(1− z)+

]
+ 2

= 3

∫ 1

0

dz

[
z2 − 2z + 2 +

z3 + z − 2

1− z

]
+ 2

= 3

∫ 1

0

dz
[
z2 − 2z + 2− (z2 + z + 2)

]
+ 2

= −4

∫ 1

0

z dz + 2

= 0.
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Chapter 18

Operator Products and Effective Vertices

18.5 Operator Analysis of Deep Inelastic Scattering

(18.136)

ū(P )γµu(P ) = Tr[ū(P )γµu(P )] = Tr[γµu(P )ū(P )].

スピンに関して平均を取って

→ 1

2
Tr[γµ /P ] = 2Pµ.

(18.208)

(18.207)から
d

d logQ2
M+
n =

d

d logQ2

∫ 1

0

dxxn−1
∑
f

(ff + ff̄ )(x).

(17.128)から

=
αs
2π

∫ 1

0

dxxn−1
∫ 1

x

dz

z

Pq←q(z)∑
f

(ff + ff̄ )(x/z) + 2Pq←g(z)fg(x/z)

 .
(17.17)(18.199)から

=
2

b0 log(Q2/Λ2)

∫ 1

0

dz zn−1Pq←q(z)

∫ 1

0

dy yn−1
∑
f

(ff + ff̄ )(y)

+
2

b0 log(Q2/Λ2)

∫ 1

0

dz zn−12Pq←g(z)

∫ 1

0

dy yn−1fg(y)

=
2

b0 log(Q2/Λ2)

[
M+
n

∫ 1

0

dz zn−1Pq←q(z) +Mgn

∫ 1

0

dz zn−12Pq←g(z)

]
.

(17.129)(18.181)(18.203)から

=
2

b0 log(Q2/Λ2)

[
anff
4
M+
n +

anfg
4
Mgn

]
.



Problem 18.3: Anomalous dimensions of gluon twsit-2 operators（計算合わない）

Problems

Problem 18.3: Anomalous dimensions of gluon twsit-2 operators（計算合わない）

[5]を参考にして修正予定．

angf の 1ループ補正
Figure 18.15 (a)のダイアグラムを計算する．

Aaρ Aaσ

k k

(18.174)から

O(n)µ1···µn
g → −(∂µ1Aν − ∂νAµ1)(i∂µ2) · · · (i∂µn−1)(∂µnAν − ∂νA

µn).

∂µ1Aν と Aσ および ∂µnAν と Aρ を縮約した場合は，

O = −(ikµ1)(kµ2 · · · kµn−1)(−ikµn)

なので，

−(ig)2
∫

ddk

(2π)d
taγν

i

/p− /k
taγν

(
−i
k2

)2

kµ1 · · · kµn .

(6.42)(A.34)(A.37)から ` = k − xpとして

= 3ig2
∫

dd`

(2π)d
γνγαγν

∫ 1

0

dx 2(1− x)
1

(`2 −∆)3
[`− (1− x)p]α(`+ xp)µ1 · · · (`+ xp)µn

=
8

3
(2− d)ig2

∫ 1

0

dx (1− x)γα

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)3
[`− (1− x)p]α(`+ xp)µ1 · · · (`+ xp)µn .

このうち (18.161)の Of の形 γµ1pµ2 · · · pµn を持つ項は

→ 8

3
(2− d)ig2n

∫ 1

0

dx (1− x)γα

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)3
`α`µ1xn−1pµ2 · · · pµn

=
8

3

2− d

d
ig2n

∫ 1

0

dx (1− x)xn−1γα

∫
dd`

(2π)d
`2

(`2 −∆)3
gαµ1pµ2 · · · pµn

=
8

3

2− d

d
ig2n

∫ 1

0

dx (1− x)xn−1
i

(4π)d/2
d

2

Γ(2− d/2)

Γ(3)

(
1

∆

)2−d/2

γµ1pµ2 · · · pµn

= 3
g2

(4π)2
n

∫ 1

0

dx (1− x)xn−1γµ1pµ2 · · · pµn
2

ε

= 3
g2

(4π)2
1

n+ 1
γµ1pµ2 · · · pµn

2

ε
.

−∂νAµ1 と Aσ および −∂νAµn と Aρ を縮約した場合は，

− (ig)2
∫

ddk

(2π)d
taγµ1

i

/p− /k
taγµn

(
−i
k2

)2

kνkµ2 · · · kµn−1kν
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= 3ig2
∫ 1

0

dx

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)2
[`− (1− x)p]α(`+ xp)µ2 · · · (`+ xp)µn−1γµ1γαγ

µn

→ 3ig2
∫ 1

0

dx

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)2
[`− (1− x)p]α(`+ xp)µ2 · · · (`+ xp)µn−1γ{µ1γαγ

µn}

→ 3ig2
∫ 1

0

dx

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)2
[`− (1− x)p]α(`+ xp)µ2 · · · (`+ xp)µn−1(δµn

α γµ1 + δµ1
α γµn)

→ 8

3
ig2
∫ 1

0

dx

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)2
γµn [`− (1− x)p]µ1(`+ xp)µ2 · · · (`+ xp)µn−1

= −8

3
ig2
∫ 1

0

dx (1− x)xn−2
∫

dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)2
γµnpµ1 · · · pµn−1

=
8

3

g2

(4π)2
1

n(n− 1)
pµ1 · · · pµn−1γµn

2

ε
.

∂µ1Aν と Aσ および −∂νAµn と Aρ を縮約した場合は，

(ig)2
∫

ddk

(2π)d
taγν

i

/p− /k
taγµn

(
−i
k2

)2

kµ1 · · · kµn−1kν

= −3ig2
∫

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2
1

(k − p)2
(k − p)αkµ1 · · · kµn−1kνγ

νγαγ
µn .

−∂νAµ1 と Aσ および ∂µnAν と Aρ を縮約した場合は，

(ig)2
∫

ddk

(2π)d
taγµ1

i

/p− /k
taγν

(
−i
k2

)2

kµ2 · · · kµnkν

→ −3ig2
∫

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2
1

(k − p)2
(k − p)αkµ1 · · · kµn−1kνγ

µnγαγ
ν .

以上 2つを足して，

− 3ig2
∫

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2
1

(k − p)2
(k − p)αkµ1 · · · kµn−1kν(γ

µnγαγ
ν + γνγαγ

µn)

= −8

3
ig2
∫

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2
1

(k − p)2
(k − p)αkµ1 · · · kµn−1kν(δ

ν
αγ

µn + δµn
α γν − gµnνγα)

→ −8

3
ig2
∫

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2
1

(k − p)2
kµ1 · · · kµn−1γµnk · (k − p)

− 8

3
ig2
∫

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2
1

(k − p)2
kµ1 · · · kµn−1(kµn − pµn)/k

+
8

3
ig2
∫

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2
1

(k − p)2
kµ1 · · · kµn(/k − /p)

= −8

3
ig2
∫

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2
1

(k − p)2
kµ1 · · · kµn−1γµnk · (k − p)

+
8

3
ig2
∫

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2
1

(k − p)2
kµ1 · · · kµn−1pµn/k

= −8

3
ig2
∫

ddk

(2π)d
1

k2
1

(k − p)2
kµ1 · · · kµn−1γµn

= +
8

3
ig2
∫

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2
1

(k − p)2
kµ1 · · · kµn−1γµnk · p
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+
8

3
ig2
∫

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2
1

(k − p)2
kµ1 · · · kµn−1pµn/k

→ −8

3
ig2
∫
dxxn−1

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)2
pµ1 · · · pµn−1γµn

+
16

3

n− 1

d
ig2
∫
dx (1− x)xn−2

∫
dd`

(2π)d
`2

(`2 −∆)3
pµ1 · · · pµn−1γµn

+
16

3

n− 1

d
ig2
∫
dx (1− x)xn−2

∫
dd`

(2π)d
`2

(`2 −∆)3
pµ1 · · · pµn−1γµn

=
8

3

g2

(4π)2

∫
dxxn−1pµ1 · · · pµn−1γµn

2

ε

− 8

3
(n− 1)

g2

(4π)2

∫
dx (1− x)xn−2pµ1 · · · pµn−1γµn

2

ε

= 0.

縮約を逆にしたものも含めて，1ループの補正は

8

3

g2

(4π)2
1

n+ 1
γµ1pµ2 · · · pµn

2

ε
+

16

3

g2

(4π)2
1

n(n− 1)
pµ1 · · · pµn−1γµn

2

ε

=
8

3

g2

(4π)2
n2 + n+ 2

n(n2 − 1)
γµ1pµ2 · · · pµn

2

ε

→ 8

3

g2

(4π)2
n2 + n+ 2

n(n2 − 1)
O(n)µ1···µn

f

(
2

ε
− logM2 + · · ·

)
.

angg の 1ループ補正
Og のゲージ場への作用

〈Ω|AσbO(n)
g Aρa |Ω〉 = 〈0|Aσb exp

(
i

∫
d4xL

)
O(n)
g Aρa |0〉

= 〈0|AσbO(n)
g Aρa |0〉+ 〈0|Aσb

(
i

∫
d4xL

)
O(n)
g Aρa |0〉+ · · ·

を g2 のオーダーで考える．
(18.167)の後の議論と同様に，随伴表現を使えば

(iDµj )cd = i∂µj
δcd − gAµj

e (teG)cd = i∂µj
δcd + igAµj

e f
cde

である．さらに (16.2)から
F aµν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcAbµA

c
ν .

(18.174)は

O(n)µ1···µn
g = −(∂µ1Aνc − ∂νAµ1

c )(i∂µ2) · · · (i∂µn−1)(∂µnAcν − ∂νA
µn
c )

−
n−1∑
j=2

(∂µ1Aνc − ∂νAµ1
c )(i∂µ2) · · · (igAµj

e f
cde) · · · (i∂µn−1)(∂µnAdν − ∂νA

µn

d )

− (∂µ1Aνc − ∂νAµ1
c )(i∂µ2) · · · (i∂µn−1)gf cdeAµn

d Aeν

− · · ·
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となる．第 1項は 2つのゲージ場と縮約でき，第 2項は 3つのゲージ場と縮約できる．
Og の第 1項は g0 オーダーなので，eiL の展開のうち g2 のオーダーのものを考えれば良い．これは fermion

頂点 2つ，3-boson頂点 2つ，もしくは 4-boson頂点 1つである．fermion頂点 2つの場合は

Aρa Aσb

となるが，これは external leg correction δ3 なので，δO には含めない．4-boson頂点は Og の形を持たない
ので，計算には含めない．結局，δO の計算に含めるのは 3-boson頂点 2つからなる Figure 18.15 (b) 1つ目
の diagramである．

Aρa Aσb

p

k

cκ

k

cκ′
p

p− k

dλ

頂点のゲージ場 Aκc , Aκ′

c と

O(n)µ1···µn
g → (i∂µ1Aνc − i∂νAµ1

c )(i∂µ2) · · · (i∂µn−1)(i∂µnAcν − i∂νA
µn
c )

のゲージ場との縮約を計算する．
∂µ1AνcA

κ′

c , ∂µnAcνA
κ
c の項は

g2fadcf bcd
∫

ddk

(2π)d

(
−i
k2

)2 −i
(k − p)2

× [2k2gρσ − 2(k · p)gρσ + 5p2gρσ + 10kρkσ − 5kρpσ − 5kσpρ − 2pρpσ]kµ1 · · · kµn

→ −3ig2δab
∫ 1

0

dx 2(1− x)

∫
dd`

(2π)d
`2

(`2 −∆)3

[
2xn − 2n

d
xn−1 +

10

d
xn
]
gρσpµ1 · · · pµn

= −3ig2δab
∫ 1

0

dx (1− x)(9xn − nxn−1)
i

(4π)2
gρσpµ1 · · · pµn

2

ε

= 3δab
g2

(4π)2

(
− 9

n+ 2
+

8

n+ 1

)
gρσpµ1 · · · pµn

2

ε
.

−∂νAµ1
c A

κ′

c , −∂νAµn
c Aκc の項は

g2fadcf bcd
∫

ddk

(2π)d

(
−i
k2

)2 −i
(k − p)2

Nρσµ1µnkνkµ2 · · · kµn−1kν

= −3ig2δab
∫

ddk

(2π)d
1

k2(k − p)2
Nρσµ1µnkµ2 · · · kµn−1 .

Nρσµ1µn のうち gρσpµ1pµn の形の項は

Nρσµ1µn = k2gρµ1gσµn + 2(k · p)gρµ1gσµn + p2gρµ1gσµn

+ gρσkµnkµ1 − 2gρσkµnpµ1 − 2gρσkµ1pµn + 4gρσpµnpµ1

− 2gρµnkσkµ1 + 4gρµnkσpµ1 + gρµnkµ1pσ − 2gρµnpσpµ1

− gρµ1kσkµn − 4gρµ1kσpµn + 2gρµ1kµnpσ − gρµ1pσpµn
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− gσµnkρkµ1 − 4gσµnkρpµ1 + 2gσµnkµ1pρ − gσµnpρpµ1

− 2gσµ1kρkµn + 4gσµ1kρpµn + gσµ1kµnpρ − 2gσµ1pρpµn

+ 4gµ1µnkρkσ − 2gµ1µnkρpσ − 2gµ1µnkσpρ + gµ1µnpρpσ

→ gρσkµnkµ1 − 2gρσkµnpµ1 − 2gρσkµ1pµn + 4gρσpµnpµ1

→ (x2 − 4x+ 4)gρσpµ1pµn

なので，

= −3ig2δab
∫ 1

0

dxxn−2(x2 − 4x+ 4)

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)2
gρσpµ1 · · · pµn

= 3δab
g2

(4π)2

(
1

n+ 1
− 4

n
+

4

n− 1

)
gρσpµ1 · · · pµn

2

ε
.

∂µ1AνcA
κ′

c , −∂νAµn
c Aκc の項は

− g2fadcf bcd
∫

ddk

(2π)d

(
−i
k2

)2 −i
(k − p)2

Nρσνµnkµ1 · · · kµn−1kν

= 3ig2δab
∫

ddk

(2π)d
1

k4(k − p)2
Nρσνµnkµ1 · · · kµn−1kν .

−∂νAµ1
c A

κ′

c , ∂µnAcνA
κ
c の項は

− g2fadcf bcd
∫

ddk

(2π)d

(
−i
k2

)2 −i
(k − p)2

Nρσµ1
νk
µ2 · · · kµnkν

→ 3ig2δab
∫

ddk

(2π)d
1

k4(k − p)2
Nρσµnνkµ1 · · · kµn−1kν .

Nρσ(νµn) のうち gρσpµ1pµn の形の項は

Nρσνµn +Nρσµnν

= k2gρµngσν + k2gρνgσµn + 2(k · p)gρµngσν + 2(k · p)gρνgσµn + p2gρµngσν + p2gρνgσµn

+ 2gρσkµnkν − 4gρσkµnpν − 4gρσkνpµn + 8gρσpµnpν

− 3gρµnkσkν + 3gρµnkνpσ − 3gρµnpσpν

− 3gρνkσkµn + 3gρνkµnpσ − 3gρνpσpµn

− 3gσµnkρkν + 3gσµnkνpρ − 3gσµnpρpν

− 3gσνkρkµn + 3gσνkµnpρ − 3gσνpρpµn

+ 8gµnνkρkσ − 4gµnνkρpσ − 4gµnνkσpρ + 2gµnνpρpσ

→ 2gρσkµnkν − 4gρσkµnpν − 4gρσkνpµn + 8gρσpµnpν − 3gρνkσkµn − 3gσνkρkµn + 8gµnνkρkσ.

従って，

(Nρσνµn +Nρσµnν)kµ1 · · · kµn−1kν

→ 2k2gρσkµ1 · · · kµn − 4(k · p)gρσkµ1 · · · kµn

− 4k2gρσkµ1 · · · kµn−1pµn + 8(k · p)gρσkµ1 · · · kµn−1pµn

+ 2kρkσkµ1 · · · kµn

=

[
2xn − 4n

d
xn−1 − 4xn−1 +

8(n− 1)

d
xn−2 +

2

d
xn
]
`2gρσpµ1 · · · pµn
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=

[
5

2
xn − (n+ 4)xn−1 + 2(n− 1)xn−2

]
`2gρσpµ1 · · · pµn .

以上から

= 3ig2δab
∫ 1

0

dx (1− x)[5xn − 2(n+ 4)xn−1 + 4(n− 1)xn−2]

∫
dd`

(2π)d
`2

(`2 −∆)3
gρσpµ1 · · · pµn

= −3δab
g2

(4π)2

(
− 5

n+ 2
+

11

n+ 1
− 4

n

)
gρσpµ1 · · · pµn

2

ε
.

これらを全て足せば，（縮約を逆にしたものも含めて 2倍，Taylor展開の係数で 1/2倍）

3δab
g2

(4π)2

[
− 4

n+ 2
− 2

n+ 1
+

4

n− 1

]
gρσpµ1 · · · pµn

2

ε
. [18.5.1]

Og の第 2項は g1 オーダーなので，eiL の展開のうち g1 のオーダーのものを考えれば良い．これは 3-boson
頂点 1つであり，次の diagramで表現される．

Aρa Aσb

p− k

p

k

Aρa Aσb

p− k

p

k

Og の形から，2つの diagramは同じ振幅を与えるので，左側のみ考える．

Og → (i∂µ1Aνc − i∂νAµ1
c )(i∂µ2) · · · (igAµj

e f
cde) · · · (i∂µn−1)(i∂µnAdν − i∂νA

µn

d )

のゲージ場のうち，Aσb と縮約した際に，gρσ を与えるのは ∂µ1Aνc（もしくは ∂µnAdν）である．

Aρa Aσb
νc

p− k

µje

p

k

ν/µnd

∂µnAdν を縮約した項は

igf cdeδbc
∫

ddk

(2π)d
gfade[δρν(p+ k)µj + δµj

ν (p− 2k)ρ + gµjρ(k − 2p)ν ]g
νσ

× −i
k2

−i
(p− k)2

pµ1 · · · pµj−1kµj+1 · · · kµn

→ −3ig2gρσδab
∫

ddk

(2π)d
1

k2(k − p)2
pµ1 · · · pµj−1(k + p)µjkµj+1 · · · kµn

= −3ig2gρσδab
∫ 1

0

dx (1 + x)xn−j
∫

dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)2
pµ1 · · · pµn

= 3δab
g2

(4π)2

(
1

n− j + 1
+

1

n− j + 2

)
gρσpµ1 · · · pµn

2

ε
.
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−∂νAµn

d を縮約した項は 0．
Fµ1ν , Fµn

ν からゲージ場を 2つ取り出した項はそれぞれ j = 1, nを与える．さらに diagramの対称性は
S = 2なので，

− 3δab
g2

(4π)2
2 · 2 · 1

2

n∑
j=1

(
1

n− j + 1
+

1

n− j + 2

)
gρσpµ1 · · · pµn

2

ε

= −3δab
g2

(4π)2

4

n∑
j=2

1

j
+

2

n+ 1
+ 2

 gρσpµ1 · · · pµn
2

ε
.

[18.5.2]

[18.5.1][18.5.2]を足して，

−δO = 3
g2

(4π)2

−2− 4

n∑
j=2

1

j
− 4

n+ 2
− 4

n+ 1
+

4

n− 1

(2

ε
− logM2

)
.

(18.23)(16.74)から

γO =M
∂

∂M
(−δO + δ3)

=
6g2

(4π)2

1

3
+

2

9
nf + 4

n∑
j=2

1

j
+

4

n+ 2
+

4

n+ 1
− 4

n− 1

 .
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Chapter 19

Perturbation Theory Anomalies

19.1 The Axial Current in Two Dimensions

(19.15)

ψ は反交換することに注意して，(4.31)から

〈jµ(q)〉 =
∫
d2x eiq·x 〈jµ(x)〉

=

∫
d2x eiq·x 〈Ω| ψ̄(x)γµψ(x) |Ω〉

∼ i

∫
d2x eiq·x

∫
d2y 〈0| ψ̄(x)γµψ(x)L(y) |0〉

= −ie
∫
d2x

∫
d2y eiq·x 〈0| ψ̄(x)γµψ(x)Aν(y)ψ̄(y)γνψ(y) |0〉

= −ie
∫
d2x

∫
d2y eiq·x 〈0| ψ̄α(x)(γµ)αβψβ(x)Aν(y)ψ̄γ(y)(γν)γδψδ(y) |0〉

= ie

∫
d2x

∫
d2y eiq·x

∫
d2k

(2π)2

(
1

/k

)
δα

e−ik·(y−x)
∫

d2k′

(2π)2

(
1

/k′

)
βγ

e−ik
′·(x−y)

× (γµ)αβ(γν)γδ
∫

d2p

(2π)2
Aν(p)e

−p·y

= ie

∫
d2k

(2π)2
Tr
[
1

/k
γµ

1

/k + /q
γν
]
Aν(q).

これを (7.71)と比べれば良い．

19.3 Goldstone Bosons and Chiral Symmetries in QCD

(19.84)

Lagrangianは
L = u†Liσ̄

µDµuL + d†Liσ̄
µDµdL + (R).

U(1)微小変換は (
uL
dL

)
→ e−iε

(
uL
dL

)
=

(
e−iεuL
e−iεdL

)
≈
(
(1− iε)uL
(1− iε)dL

)



(19.84)

で与えられる．この変換で Lは不変なので，付随するカレントは

εjµ =
∂L

∂∂µuL
∆uL +

∂L
∂∂µdL

∆dL = u†Liσ̄
µ(−iεuL) + d†Liσ̄

µ(−iεdL).

一方で

QL =

(
1− γ5

2

)(
u
d

)
=

(
1−γ5

2 u
1−γ5

2 d

)

に対し

Q̄Lγ
µQL =

(
ū 1+γ5

2 d̄ 1+γ5

2

)(
γµ 1−γ5

2 u

γµ 1−γ5

2 d

)

= ū
1 + γ5

2
γµ

1− γ5

2
u+ (d)

=
(
u†R u†L

)(0 0
0 1

)(
0 σµ

σ̄µ 0

)(
1 0
0 0

)(
uL
uR

)
+ (d)

= u†Lσ̄
µuL + (d)

なので jµ = Q̄Lγ
µQL．

SU(2)微小変換は (
uL
dL

)
→ e−iεaτ

a

(
uL
dL

)
=

(
e−iεaτ

a

uL
e−iεaτ

a

dL

)
≈
(
(1− iεaτ

a)uL
(1− iεaτ

a)dL

)
で与えられる．後は同様．
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Chapter 20

Gauge Theories with Spontaneous Symmetry
Breaking

20.1 The Higgs Mechanism

(20.27)

C2 scalarを R4 vectorとして表す．(21.38)から

C2 3 1√
2

(
−φ2 − iφ1

h+ iφ3

)
7→


φ1

φ2

φ3

h

 ∈ R4 [20.1.1]

とする．この対応により T a は 4× 4行列となる．(20.14)から

T a = −ita = − i

2
σa.

a = 1なら

T 1


φ1

φ2

φ3

h

 = − i

2
σ1 1√

2

(
−φ2 − iφ1

h+ iφ3

)
=

1

2
√
2

(
−i

−i

)(
−φ2 − iφ1

h+ iφ3

)

=
1

2
√
2

(
φ3 − ih

−φ1 + iφ2

)
=

1

2


h

−φ3
φ2

−φ1


なので

T 1 =
1

2


1

−1
1

−1

 .

a = 2なら

T 2


φ1

φ2

φ3

h

 = − i

2
σ2 1√

2

(
−φ2 − iφ1

h+ iφ3

)
=

1

2
√
2

(
−1

1

)(
−φ2 − iφ1

h+ iφ3

)



(20.27)

=
1

2
√
2

(
−h− iφ3

−φ2 − iφ1

)
=

1

2


φ3

h
−φ1
−φ2


なので

T 2 =
1

2


1

1
−1

−1

 .

a = 3なら

T 3


φ1

φ2

φ3

h

 = − i

2
σ3 1√

2

(
−φ2 − iφ1

h+ iφ3

)
=

1

2
√
2

(
−i

i

)(
−φ2 − iφ1

h+ iφ3

)

=
1

2
√
2

(
−φ1 + iφ2

−φ3 + ih

)
=

1

2


−φ2
φ1

h
−φ3


なので

T 3 =
1

2


−1

1
1

−1

 .

以上から

T 1 =
1

2


1

−1
1

−1

 , T 2 =
1

2


1

1
−1

−1

 , T 3 =
1

2


−1

1
1

−1

 . [20.1.2]

これらを 
φ1

φ2

φ3

0

 ∈ R3

に制限すれば

T 1 =

 −1
1

 , T 2 =

 1

−1

 , T 3 =

 −1
1

 . [20.1.3]

特に，a = 1, 2, 3に対して
(T a)bc = εbac.

(20.27)右辺は φc ∈ R3 に変換した vector．φ ∈ C2 は SU(2)の基本表現に属するが，R3 vectorへの変換
によって（見かけ上）随伴表現に属している．
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20.2. THE GLASHOW-WEINBERG-SALAM THEORY OF WEAK INTERACTIONS

20.2 The Glashow-Weinberg-Salam Theory of Weak Interactions

(20.80)

(20.63)(20.64)から

W±µ =
1√
2
(A1

µ ∓ iA2
µ), Z0

µ =
1√

g2 + g′2
(gA3

µ − g′Bµ), Aµ =
1√

g2 + g′2
(g′A3

µ + gBµ).

(20.68)(20.70)から

e =
gg′√
g2 + g′2

, cos θw =
g√

g2 + g′2
, sin θw =

g′√
g2 + g′2

.

さらに
A3
µ = Aµ sin θw + Z0

µ cos θw, Bµ = Aµ cos θw − Z0
µ sin θw,

EL の項は(
ν̄L ēL

)
iγµ

(
−igAaµτa + i

1

2
g′Bµ

)(
νL
eL

)
=
(
ν̄L ēL

)
iγµ

[
−i g√

2

(
W+
µ

W−µ

)
− i

g

2
A3
µ

(
1

−1

)
+ i

g′

2
Bµ

(
1

1

)](
νL
eL

)
=

g√
2
W+
µ (ν̄Lγ

µeL) +
g√
2
W−µ (ēLγ

µνL)

+
1

2
ν̄Lγ

µ(gA3
µ − g′Bµ)νL − 1

2
ēLγ

µ(gA3
µ + g′Bµ)eL.

第 1, 2項は Jµ+W , Jµ−W の第 1項を与える．第 3項は

1

2
ν̄Lγ

µ(gA3
µ − g′Bµ)νL =

√
g2 + g′2

2
Z0
µν̄Lγ

µνL =
g

2

Z0
µ

cos θw
(ν̄Lγ

µνL)

なので JµZ の第 1項を与える．第 4項は

− 1

2
ēLγ

µ(gA3
µ + g′Bµ)eL

= −
√
g2 + g′2

2
(A3

µ cos θw +Bµ sin θw)(ēLγµeL)

= −
√
g2 + g′2

2

[
2Aµ

e√
g2 + g′2

+ Z0
µ(1− 2 sin2 θw)

]
(ēLγ

µeL)

= −eAµ(ēLγµeL) + g
Z0
µ

cos θw

(
−1

2
+ sin2 θ

)
(ēLγ

µeL)

なので JµEM の第 1項の左成分と JµZ の第 2成分を与える．
eR の項は

ēRiγ
µ(ig′Bµ)eR = g′(Z0

µ sin θw −Aµ cos θw)(ēRγµeR)

= g
sin2 θw
cos θw

Z0
µ(ēRγ

µeR)− eAµ(ēRγ
µeR)
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Problem 20.4: Neutral-current deep inelastic scattering

なので JµZ の第 3項と JµEM の第 1項の右成分を与える．uR は Y = 2/3，dR は Y = −1/3とすれば良い．
QL の項は(

ūL d̄L
)
iγµ

(
−igAaµτa − i

1

6
g′Bµ

)(
uL
dL

)
=
(
ūL d̄L

)
iγµ

[
−i g√

2

(
W+
µ

W−µ

)
− i

g

2
A3
µ

(
1

−1

)
− i

g′

6
Bµ

(
1

1

)](
uL
dL

)
=

g√
2
W+
µ (ūLγ

µdL) +
g√
2
W−µ (d̄Lγ

µuL)

+
1

2
ūLγ

µ

(
gA3

µ +
1

3
g′Bµ

)
uL − 1

2
d̄Lγ

µ

(
gA3

µ − 1

3
g′Bµ

)
dL.

第 1, 2項は Jµ+W , Jµ−W の第 2項を与える．第 3項は

1

2
ūLγ

µ

(
gA3

µ +
1

3
g′Bµ

)
uL

=

√
g2 + g′2

2

(
A3
µ cos θw +

1

3
Bµ sin θw

)
(ūLγ

µuL)

=
g

2 cos θw

[
4

3
cos θw sin θwAµ + Z0

µ

(
cos2 θw − sin2 θw

3

)]
(ūLγ

µuL)

=
2

3
eAµ(ūLγ

µuL) +
g

2

Z0
µ

cos θw

(
1− 4

3
sin2 θw

)
(ūLγ

µuL)

なので JµEM の第 2項と JµZ の第 4項を与える．第 4項は

− 1

2
d̄Lγ

µ

(
gA3

µ − 1

3
g′Bµ

)
dL

=

√
g2 + g′2

2

(
−A3

µ cos θw +
1

3
Bµ sin θw

)
(d̄Lγ

µdL)

=
g

2 cos θw

[
−2

3
cos θw sin θwAµ − Z0

µ

(
cos2 θw +

sin2 θw
3

)]
(d̄Lγ

µdL)

= −1

3
eAµ(ūLγ

µuL) +
g

2

Z0
µ

cos θw

(
−1 +

2

3
sin2 θw

)
(ūLγ

µuL)

なので JµEM の第 3項と JµZ の第 5項を与える．

Problems

Problem 20.4: Neutral-current deep inelastic scattering

partonレベルの散乱は次のようになる．

ν(k) qf (p)

ν(k′)

qf (p
′)

θ

Mandelstam variableは

p · k = p′ · k′ = ŝ

2
, p · p′ = k · k′ = − t̂

2
, p · k′ = p′ · k = − û

2
.
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Problem 20.4: Neutral-current deep inelastic scattering | ν + uL → ν + uL

(17.31)(20.80)から effective Lagrangianは

∆L =
g2

cos2 θw
1

mZ
2

[
ν̄γµ

1

2

1− γ5

2
ν

] [
q̄γµ(T 3 − sin2 θwQ)

1∓ γ5

2
q

]
.

ν + uL → ν + uL

不変振幅は

iM =
g2

mZ
2 cos2 θw

1
2 − 2

3 sin2 θw

2

[
ν̄(k′)γµ

1− γ5

2
ν(k)

] [
ū(p′)γµ

1− γ5

2
u(p)

]
なので (A.27)から

|M|2 =
∑
spins

|M|2

=
1

4

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2(
1

2
− 2

3
sin2 θw

)2

Tr
[
/k
′
γµ

1− γ5

2
/kγν

]
Tr
[
/p
′γµ

1− γ5

2
/pγ

ν

]
=

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2(
1

2
− 2

3
sin2 θw

)2 [
kµk′ν + k′µkν − (k · k′)gµν + ik′αkβε

αµβν
]

×
[
pµp
′
ν + p′µpν − (p · p′)gµν + ip′γpδεγµδν

]
.

運動量の積は (A.30)から

[kµk′ν + k′µkν − (k · k′)gµν ][pµp′ν + p′µpν − (p · p′)gµν ]− k′αkβp
′γpδεαµβνεγµδν

= 2(p · k)(p′ · k′) + 2(p · k′)(p′ · k) + 2(p · k)(p′ · k′)− 2(p · k′)(p′ · k)
= 4(p · k)(p′ · k′)

なので，

|M(νuL)|2 = 4

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2(
1

2
− 2

3
sin2 θw

)2

(p · k)(p′ · k′).

ν + uR → ν + uR

不変振幅は

iM =
g2

mZ
2 cos2 θw

− 2
3 sin2 θw

2

[
ν̄(k′)γµ

1− γ5

2
ν(k)

] [
ū(p′)γµ

1 + γ5

2
u(p)

]
なので (A.27)から

|M|2 =
1

4

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2(
−2

3
sin2 θw

)2

Tr
[
/k
′
γµ

1− γ5

2
/kγν

]
Tr
[
/p
′γµ

1 + γ5

2
/pγ

ν

]
=

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2(
−2

3
sin2 θw

)2 [
kµk′ν + k′µkν − (k · k′)gµν + ik′αkβε

αµβν
]

×
[
pµp
′
ν + p′µpν − (p · p′)gµν − ip′γpδεγµδν

]
.

運動量の積は (A.30)から

[kµk′ν + k′µkν − (k · k′)gµν ][pµp′ν + p′µpν − (p · p′)gµν ] + k′αkβp
′γpδεαµβνεγµδν
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Problem 20.4: Neutral-current deep inelastic scattering | antiquark

= 2(p · k)(p′ · k′) + 2(p · k′)(p′ · k)− 2(p · k)(p′ · k′) + 2(p · k′)(p′ · k)
= 4(p · k′)(p′ · k)

なので，

|M(νuR)|2 = 4

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2(
−2

3
sin2 θw

)2

(p · k′)(p′ · k).

同様にして

|M(νdL)|2 = 4

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2(
−1

2
+

1

3
sin2 θw

)2

(p · k)(p′ · k′),

|M(νdR)|2 = 4

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2(
1

3
sin2 θw

)2

(p · k′)(p′ · k).

antiquark
p↔ p′ とすればよいので，

|M(νūL)|2 = 4

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2(
1

2
− 2

3
sin2 θw

)2

(p′ · k)(p · k′),

|M(νūR)|2 = 4

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2(
−2

3
sin2 θw

)2

(p′ · k′)(p · k),

|M(νd̄L)|2 = 4

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2(
−1

2
+

1

3
sin2 θw

)2

(p′ · k)(p · k′),

|M(νd̄R)|2 = 4

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2(
1

3
sin2 θw

)2

(p′ · k′)(p · k).

cross section
(17.27)から

y =
ŝ+ û

ŝ
= − t̂

ŝ
.

(14.1)(14.2)(14.3)と同様に
dσ

dy
= −ŝ dσ

dt̂
= −2

dσ

d cos θ
= − 1

16πŝ
|M|2.

up quarkの散乱断面積は

dσ(νu)

dy
= − 1

16πŝ

|M(νuL)|2 + |M(νuR)|2

2

= − 1

8πŝ

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2
[(

1

2
− 2

3
sin2 θw

)2
ŝ2

4
+

(
−2

3
sin2 θw

)2
û2

4

]

= − ŝ

32π

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2
[(

1

2
− 2

3
sin2 θw

)2

+

(
−2

3
sin2 θw

)2

(1− y)2

]

= − sx

32π

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2
[(

1

2
− 2

3
sin2 θw

)2

+

(
−2

3
sin2 θw

)2

(1− y)2

]
.
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Problem 20.4: Neutral-current deep inelastic scattering | cross section

down quarkの散乱断面積は

dσ(νd)

dy
= − 1

16πŝ

|M(νdL)|2 + |M(νdR)|2

2

= − 1

8πŝ

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2
[(

−1

2
+

1

3
sin2 θw

)2
ŝ2

4
+

(
1

3
sin2 θw

)2
û2

4

]

= − sx

32π

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2
[(

−1

2
+

1

3
sin2 θw

)2

+

(
1

3
sin2 θw

)2

(1− y)2

]
.

up antiquarkの散乱断面積は

dσ(νū)

dy
= − 1

16πŝ

|M(νūL)|2 + |M(νūR)|2

2

= − 1

8πŝ

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2
[(

1

2
− 2

3
sin2 θw

)2
û2

4
+

(
−2

3
sin2 θw

)2
ŝ2

4

]

= − sx

32π

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2
[(

1

2
− 2

3
sin2 θw

)2

(1− y)2 +

(
−2

3
sin2 θw

)2
]
.

down antiquarkの散乱断面積は

dσ(νd̄)

dy
= − 1

16πŝ

|M(νd̄L)|2 + |M(νd̄R)|2

2

= − 1

8πŝ

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2
[(

−1

2
+

1

3
sin2 θw

)2
û2

4
+

(
1

3
sin2 θw

)2
ŝ2

4

]

= − sx

32π

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2
[(

−1

2
+

1

3
sin2 θw

)2

(1− y)2 +

(
1

3
sin2 θw

)2
]
.

ν̄ + q → ν̄ + q の場合は k ↔ k′ となるので，ŝ2 と û2 を入れ替えればよい．従って，

dσ(ν̄u)

dy
= − sx

32π

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2
[(

1

2
− 2

3
sin2 θw

)2

(1− y)2 +

(
−2

3
sin2 θw

)2
]
,

dσ(ν̄d)

dy
= − sx

32π

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2
[(

−1

2
+

1

3
sin2 θw

)2

(1− y)2 +

(
1

3
sin2 θw

)2
]
,

dσ(ν̄ū)

dy
= − sx

32π

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2
[(

1

2
− 2

3
sin2 θw

)2

+

(
−2

3
sin2 θw

)2

(1− y)2

]
,

dσ(ν̄d̄)

dy
= − sx

32π

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2
[(

−1

2
+

1

3
sin2 θw

)2

+

(
1

3
sin2 θw

)2

(1− y)2

]
.

なお (20.73)(20.91)から
1

32π

(
g2

mZ
2 cos2 θw

)2

=
GF

2

π
.

146



147

Chapter 21

Quantization of Spontaneously Broken Gauge
Theories

21.1 The Rξ Gauges

(21.20)

(21.18)の相互作用項のうち，ϕを含む項は (21.3)(21.5)より

ψ̄LφψR + ψ̄Rφ
∗ψL = ψ̄

1 + γ5

2
ψ
iϕ√
2
+ ψ̄

1− γ5

2
ψ
−iϕ√

2
= − 1√

2
ϕ(ψ̄γ5ψ).

(21.39)

SU(2)× UY (1)基本表現に属する φの共変微分は (20.60)で与えられる：

(Dµφ)i = ∂µφi − igAaµ(τ
a)ijφj − ig′Bµ

1

2
φi

= ∂µφi + gAaµ [−i(τa)ij ]φj + g′Bµ

[
− i

2
δij

]
φj .

これを (21.33)の形に合わせる．

(Dµφ)i = ∂µφi + gAaµ(T
a)ijφj (a = 1, 2, 3, Y )

とすれば a = 1, 2, 3に対しては
Aaµ = Aaµ, T a = −iτa = T a.

a = Y の場合は*1

AYµ = Bµ, TY = − i

2
.

ここで [20.1.2]の導出と同様にすれば TY の変換は

TY


φ1

φ2

φ3

h

 =
1

2
√
2

(
−i

−i

)(
−φ2 − iφ1

h+ iφ3

)
=

1

2
√
2

(
−φ1 + iφ2

φ3 − ih

)
=


−φ2
φ1

−h
φ3


*1 p. 742の g2FFT の計算の後ろに書かれているように g → g′ と解釈する



21.2. THE GOLDSTONE BOSON EQUIVALENCE THEOREM

なので

TY =
1

2


−1

1
−1

1

 . [21.1.1]

C2 から R4 に変換して計算する．[20.1.1]から

φ0 =
1√
2

(
0
v

)
7→


0
0
0
v


である．[20.1.2]を使えば

T 1φ0 =
1

2


v
0
0
0

 , T 2φ0 =
1

2


0
v
0
0

 , T 3φ0 =
1

2


0
0
v
0

 , TY φ0 =
1

2


0
0
−v
0

 .

第 4成分（真空期待値 v と Higgs場 h）が 0なので無視できる．(21.36)の定義から

F ai = T aijφ0j =
v

2


1

1
1
−1

 , (a = 1, 2, 3, Y ; i = 1, 2, 3).

a = Y の場合は g → g′ とするので

gF ai =
v

2


g

g
g

−g′

 .

21.2 The Goldstone Boson Equivalence Theorem

(21.54)

Feynman-’t Hooft gauge (ξ = 1)とすれば

Aaµ(k)A
b
ν(q) =

−igµν
k2 −mW

2
δab(2π)4 δ(4)(k + q).

(20.63)の定義から

W+
µ (k)W−ν (q) =

−igµν
k2 −mW

2
(2π)4 δ(4)(k + q),

W+
µ (k)W+

ν (q) =W−µ (k)W−ν (q) = 0.

(21.56)

ゲージ群 SU(2)× UY (1)の生成子 T a (a = 1, 2, 3, Y )に対応して ghostは 4つ存在する．ここで

c+ =
c1 + ic2√

2
, c− =

c1 − ic2√
2

, cZ = c3 cos θw − cY sin θw, cA = c3 sin θw + cY cos θw,
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Fig 21.8: Feynman rules of Goldstone bosons

c̄+ =
c̄1 − ic̄2√

2
, c̄− =

c̄1 + ic̄2√
2

, c̄Z = c̄3 cos θw − c̄Y sin θw, c̄A = c̄3 sin θw + c̄Y cos θw

とする．Lagragianは (21.52)から

Lghost = c̄a
[
−(∂µD

µ)ab − g2(T aφ0) · (T bφ)
]
cb

= c̄a
[
−∂2δac − gfabc∂µA

b
µ − g2(T aφ0) · (T cφ)

]
cc.

[20.1.2][21.1.1]から構造定数を求めれば f12Y = 1．これを使って計算すれば*2

c+(k)c̄+(q) = c−(k)c̄−(q) =
i

k2 −mW
2
(2π)4 δ(4)(k − q),

cZ(k)c̄Z(q) =
i

k2 −mZ
2
(2π)4 δ(4)(k − q),

cA(k)c̄A(q) =
i

k2
(2π)4 δ(4)(k − q).

[21.2.2]

Fig 21.8: Feynman rules of Goldstone bosons

Goldstone bosonの propagatorは (21.55)から

φi(k)φj(q) =
i

k2 −m2
δij(2π)

4 δ(4)(k + q).

(21.79)の定義から

φ+(k)φ−(q) =
i

k2 −mW
2
(2π)4 δ(4)(k + q),

φ+(k)φ+(q) = φ−(k)φ−(q) = 0.

(21.38)(21.79)から SU(2) scalar場は

φ =

(
−iφ−

(v + h+ iφ3)/
√
2

)
, φ† =

(
iφ+

v + h− iφ3√
2

)
となる．

(20.60)に (20.65)(20.66)の結果を適用 (Y = 1/2)して

Dµ = ∂µ − i
g√
2
(W+

µ T
+ +W−µ T

−)− i
1√

g2 + g′2
Z0
µ(g

2T 3 − g′2/2)− i
gg′√
g2 + g′2

Aµ(T
3 + 1/2).

(20.68)を代入して

Dµ = ∂µ − i
g√
2
(W+

µ T
+ +W−µ T

−)− i
1√

g2 + g′2
Z0
µ(g

2T 3 − g′2/2)− ieAµ(T
3 + 1/2).

φの共変微分は

Dµφ = ∂µφ− i
g√
2
(W+

µ T
+ +W−µ T

−)φ− i
1√

g2 + g′2
Z0
µ(g

2T 3 − g′2/2)φ− ieAµ(T
3 + 1/2)φ

*2 ./src/py/ghost.ipynb
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Fig 21.8: Feynman rules of Goldstone bosons

= ∂µφ− i
g√
2

(
W+
µ

W−µ

)
φ− i

2
Z0
µ

(
g2−g′2√
g2+g′2

−
√
g2 + g′2

)
φ− ieAµ

(
1

0

)
φ

=

(
−i∂µφ−

∂µ(h+ iφ3)/
√
2

)
− i

g√
2

(
W+
µ (v + h+ iφ3)/

√
2

−iW−µ φ−
)

− i

2
Z0
µ

(
−i g2−g′2√

g2+g′2
φ−

−
√
g2 + g′2(v + h+ iφ3)/

√
2

)
− ieAµ

(
−iφ−
0

)
.

(20.70)より

(Dµφ)1 = −i∂µφ− − i
g

2
W+
µ (v + h+ iφ3)− 1

2

g2 − g′2√
g2 + g′2

Z0
µφ
− − eAµφ

−

= −i∂µφ− − i
g

2
W+
µ (v + h+ iφ3)− g

cos θw

(
1

2
− sin2 θw

)
Z0
µφ
− − eAµφ

−,

(Dµφ)2 =
1√
2
∂µ(h+ iφ3)− g√

2
gW−µ φ

− +
i

2
√
2

√
g2 + g′2Z0

µ(v + h+ iφ3)

=
1√
2
∂µ(h+ iφ3)− g√

2
gW−µ φ

− +
i

2
√
2

g

cos θw
Z0
µ(v + h+ iφ3).

(20.111)の Lagrangianは (20.63)(20.112)(20.114)から

LHiggs = |Dµφ|2 + µ2φ†φ− λ(φ†φ)2

= (Dµφ)1(D
µφ)†1 + (Dµφ)2(D

µφ)†2 +
mh

2

2
φ†φ− g2

8

mh
2

mW
2
(φ†φ)2

[21.2.3]

で与えられる．

φ+ φ−

Aµ

p p′

φ− φ+

頂点の φ− には運動量 pが入る (e−ip·x)ので，∂µφ− → −ipµφ−．よって φ−φ+A頂点は

iLHiggs = i(−i∂µφ−)(−eAµφ+) + i(i∂µφ+)(−eAµφ−) + · · ·
→ i(−pµ)(−e) + i(−p′µ)(−e)
= ie(p+ p′)µ.

[21.2.4]

φ+ φ−

Z0µ

p p′

φ− φ+

頂点の φ− には運動量 pが入る (e−ip·x)ので，∂µφ− → −ipµφ−．よって φ−φ+Z0 頂点は

iLHiggs = i(−i∂µφ−) −g
cos θw

(
1

2
− sin2 θw

)
Z0
µφ

+ + i(i∂µφ+)
−g

cos θw

(
1

2
− sin2 θw

)
Z0
µφ
− + · · ·

→ i(−pµ) −g
cos θw

(
1

2
− sin2 θw

)
+ i(−p′µ) −g

cos θw

(
1

2
− sin2 θw

)
=
ig(p+ p′)µ

cos θw

(
1

2
− sin2 θw

)
.
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(21.108)

(21.108)

./src/py/problem_21_2_LL.ipynbから

iM(e−Le
+
R →W+

LW
−
L ) =

ie2
(
−2E2 −mW

2
)√

E2 −mW
2 sin θ

E (4E2 cos2 θw −mW
2)

+
2iEe2

√
E2 −mW

2
(
2E2 +mW

2
)

sin θ
mW

2 (2E2 cos 2θw + 2E2 −mW
2) tan2 θw

+
iEe2

(
2E3 cos θ − 2E2

√
E2 −mW

2 −mW
2
√
E2 −mW

2
)

sin θ
mW

2
(
2E2 − 2E

√
E2 −mW

2 cos θ −mW
2
)

sin2 θw

=
iβe2

(
−2E2 −mW

2
)

sin θ
4E2 cos2 θw −mW

2
+

2iβE2e2
(
2E2 +mW

2
)

sin θ
mW

2 (4E2 cos2 θw −mW
2) tan2 θw

+
iE2e2

(
2E2 cos θ − 2βE2 −mW

2β
)

sin θ
mW

2 (2E2 − 2βE2 cos θ −mW
2) sin2 θw

(20.73)から

= −
iβe2

(
2E2 +mW

2
)
mZ

2 sin θ
mW

2(4E2 −mZ
2)

+
2iβE2e2

(
2E2 +mW

2
)

sin θ
mW

2 (4E2 −mZ
2) sin2 θw

+
iE2e2

(
2E2 cos θ − 2βE2 −mW

2β
)

sin θ
mW

2 (2E2 − 2βE2 cos θ −mW
2) sin2 θw

= −iβe2 sin θ mZ
2

mW
2

2E2 +mW
2

4E2 −mZ
2
+ iβe2 sin θ 1

2 sin2 θw

4E2

4E2 −mZ
2

mW
2 + 2E2

mW
2

+
ie2
(
2E2 cos θ − 2βE2 −mW

2β
)

sin θ
mW

2 (1 + β2 − 2β cos θ) sin2 θw

= −iβe2 sin θ mZ
2

mW
2

2E2 +mW
2

4E2 −mZ
2
+ iβe2 sin θ 1

2 sin2 θw

4E2

4E2 −mZ
2

(
1 +

mZ
2

2mW
2
+

4E2 −mZ
2

2mW
2

)
+
ie2
(
2E2 cos θ − 2βE2 −mW

2β
)

sin θ
mW

2 (1 + β2 − 2β cos θ) sin2 θw

= −iβe2 sin θ mZ
2

mW
2

2E2 +mW
2

4E2 −mZ
2
+ iβe2 sin θ 1

2 sin2 θw

4E2

4E2 −mZ
2

(
1 +

mZ
2

2mW
2

)
+ iβe2 sin θ 1

sin2 θw

E2

mW
2
+
ie2
(
2E2 cos θ − 2βE2 −mW

2β
)

sin θ
mW

2 (1 + β2 − 2β cos θ) sin2 θw

= −iβe2 sin θ mZ
2

mW
2

s/2 +mW
2

s−mZ
2

+ iβe2 sin θ 1

2 sin2 θw

s

s−mZ
2

(
1 +

mZ
2

2mW
2

)
+ iβe2 sin θ 1

2 sin2 θw
2

[
E2

mW
2
+

1

βmW
2

2E2 cos θ − 2βE2 −mW
2β

1 + β2 − 2β cos θ

]
.

第３項は

[· · · ] = E2

mW
2
+

1

βmW
2

2E2 cos θ − 2βE2 −mW
2β

1 + β2 − 2β cos θ

=
βE2(1 + β2 − 2β cos θ) + (2E2 cos θ − 2βE2 − βmW

2)

βmW
2(1 + β2 − 2β cos θ)

=
βE2 + β3E2 − 2β2E2 cos θ + 2E2 cos θ − 2βE2 − βmW

2

βmW
2(1 + β2 − 2β cos θ)
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=
β3E2 − βE2 + 2(1− β2)E2 cos θ − βmW

2

βmW
2(1 + β2 − 2β cos θ)

=
β3E2 − βE2 + 2mW

2 cos θ − βmW
2

βmW
2(1 + β2 − 2β cos θ)

=
−β(1− β2)E2 +mW

2/β − (1 + β2 − 2β cos θ)mW
2/β

βmW
2(1 + β2 − 2β cos θ)

=
−βmW

2 +mW
2/β

βmW
2(1 + β2 − 2β cos θ)

− 1

β2

=
1− β2

β2(1 + β2 − 2β cos θ)
− 1

β2

=
mW

2

E2β2(1 + β2 − 2β cos θ)
− 1

β2

=
4mW

2

sβ2(1 + β2 − 2β cos θ)
− 1

β2
.

さらに
ie2v̄L(/k+ − /k−)uL

1

s
= −iβe2 sin θ

を併せれば，右辺を得る．

21.3 One-Loop Corrections to the Weak-Interaction Gauge Theory

(21.153)

ΠWW = g2Π11 は

W W

bL

tL

で与えられる．(20.79)(20.80)(21.150)から

Π11(qX
2) = −3

2

4

(4π)2

[(
qX

2

6
− mt

2 +mb
2

4

)
E − qX

2b2(btX) +
mt

2b1(btX) +mb
2b1(tbX)

2

]
.

ΠγZ = (eg/ cos θw)[Π3Q − sin2 θwΠQQ]は

Z γL

t

t

Z γR

t

t

Z γL

b

b

Z γR

b

b

で与えられる．(20.79)(20.80)から (t, t, L)の diagramは

2

3

(
1

2
− 2

3
sin2 θw

)
× (ΠLL +ΠLR)

となる．(21.149)(21.150)(21.151)から，全ての diagramの合計は

Π3Q − sin2 θwΠQQ =
2

3

(
1

2
− 2

3
sin2 θw − 2

3
sin2 θw

)
3[ΠLL(ttX) + ΠLR(ttX)]
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(21.153)

− 1

3

(
−1

2
+

1

3
sin2 θw +

1

3
sin2 θw

)
3[ΠLL(bbX) + ΠLR(bbX)]

= − 12

(4π)2

(
1

3
− 8

9
sin2 θw

)[
qX

2

6
E − qX

2b2(ttX)

]
− 12

(4π)2

(
1

6
− 2

9
sin2 θw

)[
qX

2

6
E − qX

2b2(bbX)

]
= − 6

(4π)2

[
qX

2

6
E − 2

3
qX

2b2(ttX)− 1

3
qX

2b2(bbX)

]
− sin2 θwΠQQ.

よって
Π3Q(qX

2) = − 6

(4π)2

[
qX

2

6
E − 2

3
qX

2b2(ttX)− 1

3
qX

2b2(bbX)

]
.

ΠZZ = (g/ cos θw)2[Π33 − 2 sin2 θwΠ3Q + sin4 θwΠQQ]は

Π33 − 2 sin2 θwΠ3Q + sin4 θwΠQQ

=

[(
1

2
− 2

3
sin2 θw

)2

+

(
−2

3
sin2 θw

)2
]
3ΠLL(ttX)

+ 2

(
1

2
− 2

3
sin2 θw

)(
−2

3
sin2 θw

)
3ΠLR(ttX)

+

[(
−1

2
+

1

3
sin2 θw

)2

+

(
1

3
sin2 θw

)2
]
3ΠLL(bbX)

+ 2

(
−1

2
+

1

3
sin2 θw

)(
1

3
sin2 θw

)
3ΠLR(bbX)

= − 12

(4π)2

(
1

4
− 2

3
sin2 θw +

8

9
sin4 θw

)[(
qX

2

6
− mt

2

2

)
E − qX

2b2(ttX) +mt
2b1(ttX)

]
− 12

(4π)2

(
−1

3
sin2 θw +

4

9
sin4 θw

)
[mt

2E − 2mt
2b1(ttX)]

− 12

(4π)2

(
1

4
− 1

3
sin2 θw +

2

9
sin4 θw

)[(
qX

2

6
− mb

2

2

)
E − qX

2b2(bbX) +mb
2b1(bbX)

]
− 12

(4π)2

(
−1

6
sin2 θw +

1

9
sin4 θw

)
[mb

2E − 2mb
2b1(bbX)]

= − 6

(4π)2

[(
qX

2

6
− mt

2 +mb
2

4

)
E − qX

2 b2(ttX) + b2(bbX)

2
+
mt

2b1(ttX) +mb
2b1(bbX)

2

]
− 2 sin2 θwΠ3Q + sin4 θwΠQQ.

よって

Π33(qX
2) =

−6

(4π)2

[(
qX

2

6
− mt

2 +mb
2

4

)
E − qX

2 b2(ttX) + b2(bbX)

2
+
mt

2b1(ttX) +mb
2b1(bbX)

2

]
.
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Problem 21.1: Weak interaction contribution to the muon g − 2

Problems

Problem 21.1: Weak interaction contribution to the muon g − 2

WW diagram

Aµ

µL

µL

q

k

k + q

p

p− k

p+ q W−ρ

W+
ν

W+

W−

頂点の 1 loop補正は

ū(p+ q)(−ieδΓµ − ieδΓµ5 )u(p)

=

∫
ddk

(2π)d
ū(p+ q)

ig√
2
γρ

i

/p− /k

ig√
2
γν

1− γ5

2
u(p)

−i
k2 −mW

2

−i
(k + q)2 −mW

2

× ie[gνρ(2k + q)µ + gµν(−k + q)ρ + gµρ(−k − 2q)ν ]

= −eg
2

2

∫
ddk

(2π)d
1

(k − p)2(k2 −mW
2)((k + q)2 −mW

2)

× ū(p+ q)
[
γν(/p− /k)γν(2k + q)µ + (/k − /q)(/k − /p)γ

µ + γµ(/k − /p)(/k + 2/q)
] 1− γ5

2
u(p).

γ5 を含まない項は

δΓµ = −ig
2

4

∫
ddk

(2π)d
1

(k − p)2(k2 −mW
2)((k + q)2 −mW

2)

×
[
γν(/p− /k)γν(2k + q)µ + (/k − /q)(/k − /p)γ

µ + γµ(/k − /p)(/k + 2/q)
]
.

分母は (A.39)から

− ig
2

2

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dz δ(1− x− y − z)

∫
d4`

(2π)4
1

(`2 −∆)3
.

ただし，
k = `+ (zp− yq), ∆ = −y(1− y)q2 − z(1− z)p2 − 2yzp · q + (1− z)mW

2.

ここで p2 = m2，

2p · q = (p+ q)2 − p2 − q2 = m2 −m2 − q2 = −q2 [21.3.5]
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Problem 21.1: Weak interaction contribution to the muon g − 2 | WW diagram

なので

∆ = −y(1− y)q2 − z(1− z)m2 + yzq2 + (1− z)mW
2

= −y(1− y − z)q2 − z(1− z)m2 + (1− z)mW
2

= −xyq2 − z(1− z)m2 + (1− z)mW
2.

Dirac方程式から
/pu(p) = mu(p), ū(p+ q)(/p+ /q) = ū(p+ q)m.

分子は (A.55)から

AWW = γν(/p− /k)γν(2k + q)µ + (/k − /q)(/k − /p)γ
µ + γµ(/k − /p)(/k + 2/q)

= (d− 2)(/k − /p)(2k + q)µ + (/k − /q)(/k − /p)γ
µ + γµ(/k − /p)(/k + 2/q).

k = `+ (zp− yq)を代入すると，(A.44)(A.45)より分子の `2 の項は発散し，`0 の定数項 A0
WW が収束する．

第１項の定数項は

− 2
[
(1− z)/p+ y/q

]
[2zpµ + (1− 2y)qµ]

∼ −2(1− z)m [2zpµ + (1− 2y)qµ]

= −2(1− z)m [z(pµ + p′µ) + (1− 2y − z)qµ] .

第２項の定数項は

−
[
z/p− (1 + y)/q

] [
(1− z)/p+ y/q

]
γµ

∼ −
[
z(m− /q)− (1 + y)/q

] [
(1− z)/pγ

µ + y/qγ
µ
]

∼ −
[
zm− (1 + y + z)/q

] [
(1− z)(2pµ − γµ/p) + y/qγ

µ
]

∼ −
[
zm− (1 + y + z)/q

] [
2(1− z)pµ − (1− z)mγµ + y/qγ

µ
]

= −2z(1− z)mpµ + z(1− z)m2γµ − yzm/qγ
µ

+ 2(1− z)(1 + y + z)pµ/q − (1− z)(1 + y + z)m/qγ
µ + y(1 + y + z)q2γµ

∼ [y(1 + y + z)q2 + z(1− z)m2]γµ − 2z(1− z)mpµ − [(1− z)(1 + y + z) + yz]m/qγ
µ

= [y(1 + y + z)q2 + z(1− z)m2]γµ − 2z(1− z)mpµ − (1 + y − z2)m/qγ
µ.

ここで

/qγ
µ ∼ (m− /p)γ

µ = mγµ − /pγ
µ = mγµ − (2pµ − γµ/p) ∼ mγµ − (2pµ − γµm) = 2mγµ − 2pµ

なので

∼ [y(1 + y + z)q2 + z(1− z)m2]γµ − 2z(1− z)mpµ − (1 + y − z2)m(2mγµ − 2pµ)

= [y(1 + y + z)q2 − (2 + 2y − z − z2)m2]γµ + 2(1 + y − z)mpµ

= [y(1 + y + z)q2 − (2 + 2y − z − z2)m2]γµ + (1 + y − z)m(pµ + p′µ)− (1 + y − z)mqµ.

第３項の定数項は

− γµ
[
(1− z)/p+ y/q

] [
z/p+ (2− y)/q

]
= −γµ

[
z(1− z)/p

2 + y(2− y)/q
2 + yz/q/p+ (1− z)(2− y)/p/q

]
∼ −γµ

[
z(1− z)m2 + y(2− y)q2 + yz/q/p+ (2− y − 2z + yz)/p/q

]
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= −γµ
[
z(1− z)m2 + y(2− y)q2 + yz(/q/p+ /q/p) + (2− y − 2z)/p/q

]
= −γµ

[
z(1− z)m2 + y(2− y)q2 + yz(2p · q) + (2− y − 2z)/p/q

]
=
[
−z(1− z)m2 − y(2− y)q2

]
γµ − yz(2p · q)γµ − (2− y − 2z)γµ/p/q.

[21.3.5]および

γµ/p/q = (2pµ − /pγ
µ)/q ∼ −/pγ

µ
/q ∼ (/q −m)γµ/q = (/q −m)(2qµ − /qγ

µ)

= 2qµ/q − 2mqµ − /q/qγ
µ +m/qγ

µ ∼ −2mqµ − q2γµ +m(2mγµ − 2pµ)

= (2m2 − q2)γµ − 2mp′µ

から

∼
[
−z(1− z)m2 − y(2− y)q2

]
γµ + yzq2γµ − (2− y − 2z)[(2m2 − q2)γµ − 2mp′µ]

=
[
(−4 + 2y + 3z + z2)m2 + (2− 3y − 2z + y2 + yz)q2

]
γµ + 2(2− y − 2z)mp′µ

=
[
(−4 + 2y + 3z + z2)m2 + (2− 3y − 2z + y2 + yz)q2

]
γµ

+ (2− y − 2z)m(pµ + p′µ) + (2− y − 2z)mqµ.

以上を全て足して，

A0
WW ∼ −2(1− z)m [z(pµ + p′µ) + (1− 2y − z)qµ]

+ [y(1 + y + z)q2 − (2 + 2y − z − z2)m2]γµ + (1 + y − z)m(pµ + p′µ)− (1 + y − z)mqµ

+
[
(−4 + 2y + 3z + z2)m2 + (2− 3y − 2z + y2 + yz)q2

]
γµ

+ (2− y − 2z)m(pµ + p′µ) + (2− y − 2z)mqµ

=
[
−2(3− 2z + z2)m2 + y(2− 2y − 2z + 2y2 + 2yz)q2

]
γµ

+ (1− z)(3− 2z)m(pµ + p′µ)− (2z − 1)(1− 2y − z)mqµ

=
[
−2(3− 2z + z2)m2 + y(2− 2y − 2z + 2y2 + 2yz)q2

]
γµ

+ (1− z)(3− 2z)m(pµ + p′µ)− (2z − 1)(x− y)mqµ.

被積分函数の分母は x↔ y について対称なので，

A0
WW →

[
−2(3− 2z + z2)m2 + y(2− 2y − 2z + 2y2 + 2yz)q2

]
γµ + (1− z)(3− 2z)m(pµ + p′µ).

[21.3.6]

Feynman rules of Goldstone bosons
(20.98)から lepton, neutrinoと SU(2) scalarの相互作用は

∆Le = −λeĒLφeR + (h.c)

(21.38)(21.79)(20.75)を代入して

−λeĒLφeR = −λe
(
ν̄L ēL

)( −iφ−
(v + h+ iφ3)/

√
2

)
eR

= iλeν̄LeRφ
− − λe√

2
ēLeR(v + h+ iφ3).

(20.63)(20.100)から
λe =

g√
2

me

mW
.
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Problem 21.1: Weak interaction contribution to the muon g − 2 | Feynman rules of Goldstone bosons

よって

∆Le = i
g√
2

me

mW
ν̄LeRφ

− − g

2

me

mW
ēLeR(v + h+ iφ3) + (h.c). [21.3.7]

eνφ− の頂点は

eR

νL

φ+

φ−
= − g√

2

me

mW

1 + γ5

2
.

eνφ+ の頂点は

νL

eR

φ−

φ+
=

g√
2

me

mW

1− γ5

2
.

[21.2.3]から
LHiggs = ie

gv

2
Aµφ+W+

µ − ie
gv

2
Aµφ−W−µ .

(20.63)を代入して
iLHiggs = −emWA

µφ+W+
µ + emWA

µφ−W−µ .

Aφ+W+ の頂点は

φ−

Aµ

W−ν

W+

φ+
= −emW g

µν . [21.3.8]

Aφ−W− の頂点は

φ+

Aµ

W+
ν

W−

φ−
= emW g

µν . [21.3.9]
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Problem 21.1: Weak interaction contribution to the muon g − 2 | φW +Wφ diagrams

φW +Wφ diagrams

Aµ

µR

µL

q

k

k + q

p

p− k

p+ q
W−

φ−

W+

φ+
Aµ

µL

µR

q

k

k + q

p

p− k

p+ q
φ+

W+

φ−

W−

頂点の 1 loop補正は

ū(p+ q)(−ieδΓµ − ieδΓµ5 )u(p)

=

∫
ddk

(2π)d
ū(p+ q)

ig√
2
γµ

i

/p− /k

−g√
2

m

mW

1 + γ5

2
u(p)

−i
(k + q)2 −mW

2

i

k2 −mW
2
(−emW )

+

∫
ddk

(2π)d
ū(p+ q)

g√
2

m

mW

1 + γ5

2

i

/p− /k

ig√
2
γµu(p)

i

(k + q)2 −mW
2

−i
k2 −mW

2
emW

= −eg
2mµ

2

∫
ddk

(2π)d
1

(k − p)2(k2 −mW
2)((k + q)2 −mW

2)

× ū(p+ q)

[
γµ(/k − /p)

1 + γ5

2
+

1 + γ5

2
(/k − /p)γ

µ

]
u(p).

γ5 を含まない項は

δΓµ = − ig
2

4

∫
ddk

(2π)d
1

(k − p)2(k2 −mW
2)((k + q)2 −mW

2)
m
[
γµ(/k − /p) + (/k − /p)γ

µ
]

= − ig
2

4

∫
ddk

(2π)d
1

(k − p)2(k2 −mW
2)((k + q)2 −mW

2)
2m [kµ − pµ] .

分子の定数項は

A0
φW = 2m [−(1− z)pµ − yqµ]

= −2(1− z)mpµ − 2ymqµ

= −(1− z)m(pµ + p′µ) + (1− 2y − z)mqµ

= −(1− z)m(pµ + p′µ) + (z − y)qµ

→ −(1− z)m(pµ + p′µ).

[21.3.6]と併せて

A0
WW +A0

φW =
[
−2(3− 2z + z2)m2 + y(2− 2y − 2z + 2y2 + 2yz)q2

]
γµ

+ (1− z)(3− 2z)m(pµ + p′µ)− (1− z)m(pµ + p′µ)
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Problem 21.1: Weak interaction contribution to the muon g − 2 | general Rξ gauge（未計算）

=
[
−2(3− 2z + z2)m2 + y(2− 2y − 2z + 2y2 + 2yz)q2

]
γµ

+ 2(1− z)(2− z)m(pµ + p′µ).

Gordon恒等式 (6.32)を使えば

= [· · · ]γµ − 4(1− z)(2− z)m2 iσ
µνqν
2m

.

(6.33)から

F2(q
2) =

ig2

2

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dz δ(1− x− y − z)

∫
d4`

(2π)4
4(1− z)(2− z)m2

(`2 −∆)3

=
ig2

2

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dz δ(1− x− y − z)
−i

2(4π)2
4(1− z)(2− z)m2

∆

=
ig2

2

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dz δ(1− x− y − z)
−i

2(4π)2
4(1− z)(2− z)m2

−xyq2 − z(1− z)m2 + (1− z)mW
2
.

よって

F2(q
2 = 0) =

g2

(4π)2
m2

mW
2

∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dy
2− z

1− z(m/m2
W )

≈ g2

(4π)2
m2

mW
2

∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dy (2− z)

=
g2

(4π)2
m2

mW
2

5

6
.

(20.91)から
GF√
2
=

g2

8mW
2

なので，(6.37)から

aµ(ν) = F2(q
2 = 0) = −GFm

2

8π2
√
2

10

3
.

general Rξ gauge（未計算）

Aµ

µL

µL

q

k

k + q

p

p− k

p+ q W−β

W+
α

W+
ρ

W−ν
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Problem 21.1: Weak interaction contribution to the muon g − 2 | ZZ diagram

頂点の 1 loop補正は

ū(p+ q)(−ieδΓµ − ieδΓµ5 )u(p)

=

∫
ddk

(2π)d
ū(p+ q)

ig√
2
γβ

i

/p− /k

ig√
2
γα

1− γ5

2
u(p)

× −i
k2 −mW

2

[
gαν −

kαkν
k2 − ξmW

2
(1− ξ)

]
−i

(k + q)2 −mW
2

[
gβρ −

(k + q)β(k + q)ρ
(k + q)2 − ξmW

2
(1− ξ)

]
× ie[gνρ(2k + q)µ + gµν(−k + q)ρ + gµρ(−k − 2q)ν ]

= −eg
2

2

∫
ddk

(2π)d
1

(k − p)2(k2 −mW
2)((k + q)2 −mW

2)
ū(p+ q)AWW

1− γ5

2
u(p)

− eg2

2

∫
ddk

(2π)d
1− ξ

(k − p)2(k2 −mW
2)((k + q)2 −mW

2)((k + q)2 − ξmW
2)

× ū(p+ q)A12
1− γ5

2
u(p)

− eg2

2

∫
ddk

(2π)d
1− ξ

(k − p)2(k2 −mW
2)(k2 − ξmW

2)((k + q)2 −mW
2)

× ū(p+ q)A21
1− γ5

2
u(p)

− eg2

2

∫
ddk

(2π)d
(1− ξ)2

(k − p)2(k2 −mW
2)(k2 − ξmW

2)((k + q)2 −mW
2)((k + q)2 − ξmW

2)

× ū(p+ q)A22
1− γ5

2
u(p).

ただし

A12 = −(/k + /q)(/k − /p)
[
(/k + /q)(−2k − q)µ + γµ(k + q) · (k − q) + (/k + 2/q)(k + q)µ

]
A21 = −/k(/k − /p)/k(−2k − q)µ + (/k − /q)(/k − /p)/kk

µ + γµ(/k − /p)/kk · (k + 2q)

A22 = −(/k + /q)(/k − /p)/k [k · (k + q)(−2k − q)µ + kµ(k + q) · (k − q) + (k + q)µk · (k + 2q)] .

ZZ diagram
µµZ0 の頂点は (20.80)から

ig

cos θw
γµ
[(

−1

2
+ sin2 θw

)
1− γ5

2
+ sin2 θw

1 + γ5

2

]
=

ig

4 cos θw
γµ(4 sin2 θw − 1 + γ5)
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Problem 21.1: Weak interaction contribution to the muon g − 2 | ZZ diagram

Aµ

µL

µL

q

k

µL

k + q

µL

p

p− k Z0

p+ q

頂点の 1 loop補正は

ū(p+ q)(δΓµ + δΓµ5 )u(p)

=

∫
ddk

(2π)d
ū(p+ q)

ig

4 cos θw
γν(4 sin2 θw − 1 + γ5)

i

/k + /q −m
γµ

i

/k −m

× ig

4 cos θw
γν(4 sin2 θw − 1 + γ5)u(p)

−i
(p− k)2 −mZ

2

= − i

16

(
g

cos θw

)2 ∫
ddk

(2π)d
1

(k2 −m2)((k + q)2 −m2)((p− k)2 −mZ
2)

× ū(p+ q)γν(4 sin2 θw − 1 + γ5)(/k + /q +m)γµ(/k +m)γν(4 sin2 θw − 1 + γ5)u(p).

γ5 を含まない項は

δΓµ = − i

16

(
g

cos θw

)2 ∫
ddk

(2π)d
1

(k2 −m2)((k + q)2 −m2)((p− k)2 −mZ
2)

×
[
(4 sin2 θw − 1)2γν(/k + /q +m)γµ(/k +m)γν + γν(/k + /q −m)γµ(/k −m)γν

]
.

分母は

− i

8

(
g

cos θw

)2 ∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dz δ(1− x− y − z)

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)3
.

ただし

k = `+ (zp− yq),

∆ = −z(1− z)p2 − y(1− y)q2 + (x+ y)m2 + zmZ
2 − 2yzp · q

= −z(1− z)m2 − y(1− y)q2 + (1− z)m2 + zmZ
2 + yzq2

= −xyq2 + (1− z)2m2 + zmZ
2.

分子第１項の定数項は

= γν [z/p+ (1− y)/q +m]γµ[z/p− y/q +m]γν

= γν [z/p+ (1− y)/q]γ
µ[z/p− y/q]γν

+mγν [z/p+ (1− y)/q]γ
µγν +mγνγµ[z/p− y/q]γν +m2γνγµγν
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Problem 21.1: Weak interaction contribution to the muon g − 2 | ZZ diagram

= −2[z/p− y/q]γ
µ[z/p+ (1− y)/q]

+ 4m[zp+ (1− y)q]µ + 4m[zp− yq]µ − 2m2γµ

∼ −2[(y + z)/p− ym]γµ[zm+ (1− y)/q] + 4m[2zpµ + (1− 2y)qµ]− 2m2γµ

= −2(y + z)zm/pγ
µ − 2(1− y)(y + z)/pγ

µ
/q + 2yzm2γµ + 2y(1− y)mγµ/q

+ 8zmpµ + 4(1− 2y)mqµ − 2m2γµ

= 2(yz − 1)m2γµ + 8zmpµ + 4(1− 2y)mqµ

− 2(y + z)zm/pγ
µ − 2(1− y)(y + z)/pγ

µ
/q + 2y(1− y)mγµ/q.

ここで

/pγ
µ = 2pµ − γµ/p ∼ 2pµ −mγµ,

/pγ
µ
/q ∼ (m− /q)γ

µ
/q = (m− /q)(2q

µ − /qγ
µ) = −2qµ/q + 2mqµ + /q/qγ

µ −m/qγ
µ

∼ 2mqµ + q2γµ −m(2mγµ − 2pµ)

= (q2 − 2m2)γµ + 2mp′µ,

γµ/q = 2qµ − /qγ
µ ∼ 2qµ − (m− /p)γ

µ

= 2qµ −mγµ + /pγ
µ = 2qµ −mγµ + 2pµ − γµ/p = 2qµ −mγµ + 2pµ −mγµ

= 2p′µ − 2mγµ

を代入して

∼ 2(yz − 1)m2γµ + 8zmpµ + 4(1− 2y)mqµ

− 2(y + z)zm(2pµ −mγµ)− 2(1− y)(y + z)[(q2 − 2m2)γµ + 2mp′µ] + 2y(1− y)m(2p′µ − 2mγµ)

= [· · · ]γµ + 4(2− y − z)zmpµ − 4(1− y)zmp′µ + 4(1− 2y)mqµ

= [· · · ]γµ + 2(1− z)zm(pµ + p′µ) + 2(2− 4y − 3z + 2yz + z2)mqµ

= [· · · ]γµ + 2(1− z)zm(pµ + p′µ) + 2(x− y)(x+ y + 1)mqµ

→ [· · · ]γµ + 2(1− z)zm(pµ + p′µ).

分子第２項の定数項は

= γν [z/p+ (1− y)/q −m]γµ[z/p− y/q −m]γν

= γν [z/p+ (1− y)/q]γ
µ[z/p− y/q]γν

−mγν [z/p+ (1− y)/q]γ
µγν −mγνγµ[z/p− y/q]γν +m2γνγµγν

= −2[z/p− y/q]γ
µ[z/p+ (1− y)/q]

− 4m[zp+ (1− y)q]µ − 4m[zp− yq]µ − 2m2γµ

∼ −2[(y + z)/p− ym]γµ[zm+ (1− y)/q]− 4m[2zpµ + (1− 2y)qµ]− 2m2γµ

= −2(y + z)zm/pγ
µ − 2(1− y)(y + z)/pγ

µ
/q + 2yzm2γµ + 2y(1− y)mγµ/q

− 8zmpµ − 4(1− 2y)mqµ − 2m2γµ

= 2(yz − 1)m2γµ − 8zmpµ − 4(1− 2y)mqµ

− 2(y + z)zm/pγ
µ − 2(1− y)(y + z)/pγ

µ
/q + 2y(1− y)mγµ/q

∼ 2(yz − 1)m2γµ − 8zmpµ − 4(1− 2y)mqµ

− 2(y + z)zm(2pµ −mγµ)− 2(1− y)(y + z)[(q2 − 2m2)γµ + 2mp′µ] + 2y(1− y)m(2p′µ − 2mγµ)

= [· · · ]γµ − 4(2 + y + z)zmpµ − 4(1− y)zmp′µ − 4(1− 2y)mqµ
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Problem 21.4

= [· · · ]γµ − 4(3 + z)zmpµ − 4(1− 2y + z − yz)mqµ

= [· · · ]γµ − 2(3 + z)zm(pµ + p′µ)− 2(2− 4y − z − 2yz − z2)mqµ

= [· · · ]γµ − 2(3 + z)zm(pµ + p′µ) + 2(x− y)(x+ y − 3)mqµ

→ [· · · ]γµ − 2(3 + z)zm(pµ + p′µ).

以上から分子の定数項は

A0
ZZ = [· · · ]γµ + (4 sin2 θw − 1)22(1− z)zm(pµ + p′µ)− 2(3 + z)zm(pµ + p′µ)

= [· · · ]γµ + 2
[
(4 sin2 θw − 1)2(1− z)z − (3 + z)z

]
m(pµ + p′µ)

= [· · · ]γµ − 4
[
(4 sin2 θw − 1)2(1− z)z − (3 + z)z

]
m2 iσ

µνqν
2m

.

よって

F2(q
2) =

i

16

(
g

cos θw

)2 ∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dy

∫
dd`

(2π)d
4
[
(4 sin2 θw − 1)2(1− z)z − (3 + z)z

]
m2

(`2 −∆)3

=
i

8

(
g

cos θw

)2 ∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dy
−i

2(4π)2
4
[
(4 sin2 θw − 1)2(1− z)z − (3 + z)z

]
m2

∆

=
i

8

(
g

cos θw

)2 ∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dy
−i

2(4π)2
4
[
(4 sin2 θw − 1)2(1− z)z − (3 + z)z

]
m2

−xyq2 + (1− z)2m2 + zmZ
2

.

mZ � mなので

aµ(Z) = F2(0)

≈ i

8

(
g

cos θw

)2 ∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dy
−i

2(4π)2
4
[
(4 sin2 θw − 1)2(1− z)z − (3 + z)z

]
m2

zmZ
2

≈ 1

4(4π)2
m2

mZ
2

(
g

cos θw

)2 ∫ 1

0

dz

∫ 1−z

0

dy
[
(4 sin2 θw − 1)2(1− z)− (3 + z)

]
=

1

4(4π)2
m2

mZ
2

(
g

cos θw

)2 [
1

3
(4 sin2 θw − 1)2 − 5

3

]
.

(20.73)(20.91)から

=
GFm

2

8π2
√
2

[
16

3
sin4 θw − 8

3
sin2 θw − 4

3

]
.

Problem 21.4: Dependence of radiative corrections on the Higgs boson mass

Feynman rules of Higgs bosons
[21.2.3]から

iLHiggs = i
g2

4
W+
µ W

−ν(v + h+ iφ3)(v + h− iφ3)gµν + · · · .

W+W−hの頂点は

h

W−ν

W+
µ

W−
W+

= i
g2v

2
gµν = igmW gµν . [21.3.10]
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Problem 21.4 | Feynman rules of Higgs bosons

W+W−hhの頂点は hの縮約が２通りあることに注意して，

hh

W−ν W+
µ

W−W+ = 2 · ig
2

4
gµν = i

g2

2
gµν .

[21.2.3]から

iLHiggs = i
g

2

[
(∂µφ

+)W+
ν h− (∂µh)W

+
ν φ

+ + (∂µφ
−)W−ν h− (∂µh)W

−
ν φ
−] gµν + · · · .

W−φ−hの頂点は

h

W−µ

φ−

k

p

φ+
W+

= i
g

2
(−ipµ + ikµ) =

g

2
(p− k)µ. [21.3.11]

W+φ+hの頂点は

h

W+
µ

φ+

k

p

φ−
W−

= i
g

2
(−ipµ + ikµ) =

g

2
(p− k)µ. [21.3.12]

[21.2.3]から

iLHiggs = i
1

8

g2

cos2 θw
Z0
µZ

0
ν (v + h+ iφ3)(v + h− iφ3)gµν + · · · .

Z0Z0hの頂点は Z0 の縮約が２通りあることに注意して，

h

Z0
ν

Z0
µ

= i
g2v

2 cos2 θw
gµν = i

gmZ

cos θw
gµν .

Z0Z0hhの頂点は Z0 の縮約が２通り，hの縮約が２通りあることに注意して，

hh

Z0
ν Z0

µ

= i
g2

2 cos2 θw
gµν .
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Problem 21.4 | Feynman rules of Higgs bosons

[21.2.3]から

iLHiggs =
g

4 cos θw
[
∂µ(h+ iφ3)(v + h− iφ3)− ∂µ(h− iφ3)(v + h+ iφ3)

]
Z0
νg
µν + · · ·

=
ig

2 cos θw
[
∂µφ

3h− φ3∂µh
]
Z0
νg
µν + · · ·

Z0φ3hの頂点は

h

Z0
µ

φ3

k

p

=
g

2 cos θw
(p− k)µ.
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Final Project III: Dicays of the Higgs Boson

(a)

[21.3.7]から
∆Le = i

g√
2

me

mW
ν̄LeRφ

− − g

2

me

mW
ēLeR(v + h+ iφ3) + (h.c.)

hēeの頂点は

e

h

e

= −ig
2

me

mW

(
1 + γ5

2
+

1− γ5

2

)
= −ig

2

me

mW
.

(20.101)から quarkと SU(2) scalarの相互作用は

∆Lq = −λdQ̄LφdR − λuε
abQ̄Laφ

†
buR + (h.c.)

∆Lq の第１項は (21.38)(21.79)(20.75)を代入して

−λdQ̄LφdR = −λd
(
ūL d̄L

)( −iφ−
(v + h+ iφ3)/

√
2

)
dR

= iλdūLdRφ
− − λd√

2
d̄LdR(v + h+ iφ3).

(20.63)(20.103)から
λd =

g√
2

md

mW
.

よって
−λdQ̄LφdR = i

g√
2

md

mW
ūLdRφ

− − g

2

md

mW
d̄LdR(v + h+ iφ3) + (h.c.)

hd̄dの頂点は

d

h

d

= −ig
2

md

mW
.



(b)

∆Lq の第２項は

−λuεabQ̄Laφ†buR = −λu
(
ūL d̄L

)( 1
−1

)(
iφ+

(v + h− iφ3)/
√
2

)
uR

= iλud̄LuRφ
+ − λu√

2
ūLuR(v + h− iφ3)

= i
g√
2

mu

mW
d̄LuRφ

+ − g

2

mu

mW

λu√
2
ūLuR(v + h− iφ3)

hūuの頂点は

u

h

u

= −ig
2

mu

mW
.

以上から，lepton, quarkいずれの場合も

f

h

f

= −ig
2

mf

mW
.

(b)

[21.2.3]と (20.63)から

LHiggs = −g
2

8

mh
2

mW
2

[
φ+φ− +

(v + h)2 + (φ3)2

2

]2
+ · · ·

= −g
2

8

mh
2

mW
2

[
2vφ+φ−h+ 2v(φ3)2h

]
+ · · ·

= −g
2

2

mh
2

mW
φ+φ−h− g2

2

mh
2

mW
(φ3)2h+ · · · .

hφφの頂点は

φ−

h

φ+

φ+

φ−
= −ig

2

mh
2

mW
,

φ3

h

φ3

= −ig
2

mh
2

mW
. [III.13]
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(c)

(c)

GbνGaµ

h

q + k1

q

q − k2

p

k1

k2

運動量について

pµ = (mh, 0, 0, 0), kµ1 =
mh

2
(1, sin θ, 0, cos θ), kµ2 =

mh

2
(1,− sin θ, 0,− cos θ),

k1
2 = k2

2 = 0, k1 · k2 =
mh

2

2
, ε1 · k1 = ε1 · k1 = 0.

不変振幅は

iM1 = −ig
2

mq

mW

∫
ddq

(2π)d
(−1)Tr

[
igs/ε

∗
1t
a i

/q −mq
igs/ε

∗
2t
b i

/q − /k2 −mq

i

/q + /k1 −mq

]
= −ggs

2

2

mq

mW
Tr(tatb)

∫
ddq

(2π)d
Tr
[
/ε
∗
1

1

/q −mq
/ε
∗
2

1

/q − /k2 −mq

1

/q + /k1 −mq

]
.

分母は (A.39)から ∫
ddq

(2π)d
1

q2 −mq
2

1

(q + k1)2 −mq
2

1

(q − k2)2 −mq
2

=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
2

(`2 −∆)3
.

ただし

q = `− (xk1 − yk2),

∆ = −x(1− x)k1
2 − y(1− y)k2

2 − 2xyk1 · k2 +mq
2 = mq

2 − xymh
2.

分子
N = Tr

[
/ε
∗
1(/q +mq)/ε

∗
2(/q − /k2 +mq)(/q + /k1 +mq)

]
のうち `2 となる項は (A.27)(A.41)から

N2 = mq Tr
[
/ε
∗
1/ε
∗
2
/̀/̀
]
+mq Tr

[
/ε
∗
1
/̀/ε
∗
2
/̀
]
+mq Tr

[
/ε
∗
1
/̀/ε
∗
2
/̀
]

= mq`
2 Tr

[
/ε
∗
1/ε
∗
2

]
+ 2mq4ε

∗
1µε
∗
2ν

[
`µ`ν − gµν`2 + `µ`ν

]
= 4mqε

∗
1µε
∗
2ν`

2gµν + 8mqε
∗
1µε
∗
2ν

[
2`µ`ν − gµν`2

]
= 4mqε

∗
1µε
∗
2ν

[
4`µ`ν − `2gµν

]
→ 4mqε

∗
1µε
∗
2ν

[
4

d
− 1

]
`2gµν

= 4(ε∗1 · ε∗2)mq

[
4

d
− 1

]
`2.
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(f)

定数項は*3

N0 = 2(ε∗1 · ε∗2)mq(2xymh
2 −mh

2 + 2mq
2).

GbνGaµ

h

q + k2

q

q − k1

p

k1

k2

不変振幅は

iM2 = −ig
2

mq

mW

∫
ddq

(2π)d
(−1)Tr

[
igs/ε

∗
1t
a i

/q −mq
igs/ε

∗
2t
b i

/q + /k2 −mq

i

/q − /k1 −mq

]
= −ggs

2

2

mq

mW
Tr(tatb)

∫
ddq

(2π)d
Tr
[
/ε
∗
1

1

/q −mq
/ε
∗
2

1

/q + /k2 −mq

1

/q − /k1 −mq

]
.

分母は (A.39)から ∫
ddq

(2π)d
1

q2 −mq
2

1

(q − k1)2 −mq
2

1

(q + k2)2 −mq
2

=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
2

(`2 −∆)3
.

ただし

q = `+ (xk1 − yk2),

∆ = −x(1− x)k1
2 − y(1− y)k2

2 − 2xyk1 · k2 +mq
2 = mq

2 − xymh
2.

分子
N = Tr

[
/ε
∗
1(/q +mq)/ε

∗
2(/q + /k2 +mq)(/q − /k1 +mq)

]
のうち `2 となる項は先程と全く同じ．定数項も計算すれば一致する．

(f)

Feynman rules of Higgs boson and photon
[21.3.10]から

h

W−ν

W+
µ

W−
W+

= igmW gµν .

*3 ./src/py/fp3_c.ipynb
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(f) | Feynman rules of Higgs boson and photon

[21.3.11][21.3.12]から

h

W±µ

φ±

k

p

φ∓
W∓

=
g

2
(p− k)µ.

[III.13]から

φ−

h

φ+

φ+

φ−
= −ig

2

mh
2

mW
.

[21.2.4]から

φ+ φ−

Aµ

p p′

φ− φ+

= ie(p+ p′)µ.

[21.3.8][21.3.9]から

φ±

Aµ

W±ν

W∓

φ∓
= ±emW g

µν .

[21.2.3]から
LHiggs = i

ge

2
W+
µ A

µhφ+ − i
ge

2
W−µ A

µhφ− + e2AµA
µφ+φ− + · · ·

なので
hAν

φ∓ W∓µ

W±φ± = ∓ge
2
gµν ,

φ+Aν

φ− Aµ

φ−φ+ = 2ie2gµν .

SU(2)の構造定数は εabc なので (16.6)から

Lgauge = −1

4
g2(εeabAaκA

b
λ)(ε

ecdAκcAλd) + · · ·

(abcd) = (1133)となるのは

• a = 1, b = 3, c = 1, d = 3
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(f) | Feynman rules of ghosts

• a = 3, b = 1, c = 3, d = 1

• a = 1, b = 3, c = 3, d = 1

• a = 3, b = 1, c = 1, d = 3

の場合．(abcd) = (2233)も同様に計算すれば

−g
2

2

(
A1
κA

κ1A3
λA

λ3 +A2
κA

κ2A3
λA

λ3 −A1
κA

κ3A1
λA

λ3 −A2
κA

κ3A2
λA

λ3
)
.

(20.63)(20.64)(20.72)から

A1
µ =

W+
µ +W−µ√

2
, A2

µ = i
W+
µ −W−µ√

2
, A3

µ =
1

sin θw
Aµ

なので，

= g2
(
AκW+

κ A
λW−λ −W+

κ W
−κAλA

λ
)
.

AµAνW+
ρ W

−
σ との縮約を考える．第１項は

• κ = µ, λ = ν, λ = ρ, κ = σ

• κ = ν, λ = µ, λ = ρ, κ = σ

の縮約が可能で，それぞれ δµσδ
ν
ρ および δµρ δ

ν
σ となる．第２項は Aλ の縮約が２通りあるので 2gµνgρσ．

以上から
AνAµ

W+
ρ W−σ

W−W+ = ie2
(
δµρ δ

ν
σ + δµσδ

ν
ρ − 2gµνgρσ

)
.

Feynman rules of ghosts
[21.2.2]の計算*4を続行する．

Lghost = −iec̄+∂µAµc+ + iec̄−∂µAµc
− + · · ·

→ ie(∂µc̄+)Aµc
+ − ie(∂µc̄−)Aµc

− + · · ·

から

c̄±

Aµ

c± p

c±c̄±
= ∓iepµ.

Lghost = −g
2
mW c̄

+c+h− g

2
mW c̄

−c−h+ · · ·

*4 ./src/py.ghost.ipynb

171



(f) | 3-boson vertex diagrams

から

c̄±

h

c±

c±c̄± = −ig
2
mW .

3-boson vertex diagrams

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

σ

q

ρ

q − k2

σ

W+ W−

W+ W−

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

σ

q

ρ

q − k2

σ

W− W+

W− W+

不変振幅は*5(A.41)(A.44)(A.45)から

2igmW (ie)2ε∗µ(k1)ε
∗
ν(k2)(−i)32

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
(Num)

(`2 −∆)3

= 4gmW e
2ε∗µ(k1)ε

∗
ν(k2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
(−4xy + x+ y − 5)k1 · k2gµν + (4d− 6)`µ`ν + 2`2gµν

(`2 −∆)3

= gmW e
2ε∗(k1) · ε∗(k2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
4

[
(−4xy + x+ y − 5)

mh
2

2
+

(
6− 6

d

)
`2
]

1

(`2 −∆)3

=
i

(4π)2
gmW e

2ε∗1 · ε∗2
∫ 1

0

dx dy

×

[
(4xy − x− y + 5)

mh
2

∆
+ 4

(
6− 6

d

)
d

4
Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆

)2−d/2
]
.

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

W+ W−

φ− φ+

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

W− W+

φ+ φ−

*5 ./src/py/NonAbelian_1loop.ipynb
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(f) | 3-boson vertex diagrams

2igmW emW (−emW )gµνε∗µ(k1)ε
∗
ν(k2)(−i)2i2

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)3

= −4gmW
3e2ε∗1 · ε∗2

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)3

=
i

(4π)2
gmW e

2ε∗1 · ε∗2
∫ 1

0

dx dy
2mW

2

∆
.

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

W+ φ+

W+ W−

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

W− φ−

W− W+

2ie
g

2
emW ε

∗
µ(k1)ε

∗
ν(k2)(−i)2i2

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
(Num)

(`2 −∆)3

= 2gmW e
2ε∗µ(k1)ε

∗
ν(k2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
(2xy − 2x+ 2y − 2)k1 · k2gµν + `µ`ν − `2gµν

(`2 −∆)3

= gmW e
2ε∗(k1) · ε∗(k2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
2

[
(2xy − 2x+ 2y − 2)

mh
2

2
+

(
1

d
− 1

)
`2
]

1

(`2 −∆)3

=
i

(4π)2
gmW e

2ε∗1 · ε∗2
∫ 1

0

dx dy

×

[
−(xy − x+ y − 1)

mh
2

∆
+ 2

(
1

d
− 1

)
d

4
Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆

)2−d/2
]
.

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

φ+ W+

W− W+

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

φ− W−

W+ W−

2ie
g

2
emW ε

∗
µ(k1)ε

∗
ν(k2)(−i)2i2

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
(Num)

(`2 −∆)3

= 2gmW e
2ε∗µ(k1)ε

∗
ν(k2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
(2xy + 2x− 2y − 2)k1 · k2gµν + `µ`ν − `2gµν

(`2 −∆)3
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(f) | 3-boson vertex diagrams

= gmW e
2ε∗(k1) · ε∗(k2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
2

[
(2xy + 2x− 2y − 2)

mh
2

2
+

(
1

d
− 1

)
`2
]

1

(`2 −∆)3

=
i

(4π)2
gmW e

2ε∗1 · ε∗2
∫ 1

0

dx dy

×

[
−(xy + x− y − 1)

mh
2

∆
+ 2

(
1

d
− 1

)
d

4
Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆

)2−d/2
]
.

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

W+ φ+

φ− φ+

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

W− φ−

φ+ φ−

2ie
g

2
emW ε

∗
µ(k1)ε

∗
ν(k2)i

2(−i)2
∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
(q − k1 − 2k2)

µ(−2q − k2)
ν

(`2 −∆)3

= 4gmW e
2ε∗µ(k1)ε

∗
ν(k2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
`µ`ν

(`2 −∆)3

= gmW e
2ε∗(k1) · ε∗(k2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
4

d

`2

(`2 −∆)3

=
i

(4π)2
gmW e

2ε∗1 · ε∗2
∫ 1

0

dx dy
4

d

d

4
Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆

)2−d/2

.

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

φ− W−

φ− φ+

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

φ+ W+

φ+ φ−

2ie
g

2
emW ε

∗
µ(k1)ε

∗
ν(k2)i

2(−i)2
∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
(−q − 2k1 − k2)

µ(2q + k1)
ν

(`2 −∆)3

= 4gmW e
2ε∗µ(k1)ε

∗
ν(k2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
`µ`ν

(`2 −∆)3

= gmW e
2ε∗(k1) · ε∗(k2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
4

d

`2

(`2 −∆)3
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(f) | 3-boson vertex diagrams

=
i

(4π)2
gmW e

2ε∗1 · ε∗2
∫ 1

0

dx dy
4

d

d

4
Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆

)2−d/2

.

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

φ− φ+

W+ W−

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

φ+ φ−

W− W+

2

(
−ig

2

mh
2

mW

)
emW (−emW )ε∗µ(k1)ε

∗
ν(k2)g

µνi2(−i)2
∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)3

= −2gmWmh
2e2ε∗(k1) · ε∗(k2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆)3

=
i

(4π)2
gmW e

2ε∗1 · ε∗2
∫ 1

0

dx dy
mh

2

∆

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

φ+ φ−

φ+ φ−

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

φ− φ+

φ− φ+

2

(
−ig

2

mh
2

mW

)
(ie)2ε∗µ(k1)ε

∗
ν(k2)i

32

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
(2q + k1)

µ(2q − k2)
ν

(`2 −∆)3

= 8g
mh

2

mW
e2ε∗µ(k1)ε

∗
ν(k2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
`µ`ν

(`2 −∆)3

= gmW e
2ε∗µ(k1)ε

∗
ν(k2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
mh

2

mW
2

8

d

`2

(`2 −∆)3

=
i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx dy
mh

2

mW
2

8

d

d

4
Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆

)2−d/2

.

175



(f) | 3-boson vertex diagrams

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

c̄+ c+

c̄+ c+

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

c̄− c−

c̄− c−

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

c+ c̄+

c+ c̄+

h

Aµ Aν

k1 k2

q + k1

q

q − k2

c− c̄−

c− c̄−

4
(
−ig

2
mW

)
(ie)2ε∗µ(k1)ε

∗
ν(k2)i

3(−2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
qµ(q − k2)

ν

(`2 −∆)3

= −4gmW e
2ε∗µ(k1)ε

∗
ν(k2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
`µ`ν

(`2 −∆)3

= −gmW e
2ε∗µ(k1)ε

∗
ν(k2)

∫ 1

0

dx dy

∫
dd`

(2π)d
4

d

`2

(`2 −∆)3

= − i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx dy
4

d

d

4
Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆

)2−d/2

.
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(f) | 3 + 4-boson vertex diagrams

以上を全て足して∆ = mW
2 − xymh

2 を代入すれば

iM333 =
i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

×

[
2mW

2 + (2xy − x− y + 8)mh
2

∆
+

(
5d− 4 +

2mh
2

mW
2

)
Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆

)2−d/2
]

=
i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

×

[
2mW

2 + (2xy − x− y + 8)mh
2

mW
2 − xymh

2
− 10

(
2− d

2

)
Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆

)2−d/2

+

(
16 +

2mh
2

mW
2

)
Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆

)2−d/2
]

=
i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

×
[
2mW

2 + (2xy − x− y + 8)mh
2

mW
2 − xymh

2
− 10

+

(
16 +

2mh
2

mW
2

)(
2

ε
− γ + log 4π − log(mW

2 − xymh
2)

)]
=

i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

×
[
(4xy − x− y + 8)mh

2

mW
2 − xymh

2
− 8 +

(
16 +

2mh
2

mW
2

)(
2

ε
− γ + log 4π − log(mW

2 − xymh
2)

)]
.

[III.14]

3 + 4-boson vertex diagrams

h

Aµ Aν

p

q + p q

k1 k2

W+ W−

W− W+

− (2d− 2)gmW e
2ε∗(k1) · ε∗(k2)

∫ 1

0

dx

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆′)2

= − i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx (2d− 2)Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆′

)2−d/2

= − i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

×

[
−4

(
2− d

2

)
Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆′

)2−d/2

+ 6Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆′

)2−d/2
]
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= − i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

[
−4 + 6Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆′

)2−d/2
]
.

h

Aµ Aν

p

q + p q

k1 k2

φ+ φ−

φ− φ+

− g
mh

2

mW
e2ε∗(k1) · ε∗(k2)

∫ 1

0

dx

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆′)2

= − i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx
mh

2

mW
2
Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆′

)2−d/2

.

以上から ∆′ = mW
2 − x(1− x)mh

2 を代入すれば

iM34 = − i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

[
−4 +

(
6 +

mh
2

mW
2

)
Γ

(
2− d

2

)(
4π

∆′

)2−d/2
]

= − i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

×
[
−4 +

(
6 +

mh
2

mW
2

)[
2

ε
− γ + log 4π − log(mW

2 − x(1− x)mh
2)

]]
.

[III.15]

4 + 3-boson vertex diagrams

h

Aµ Aν

p

q + k2

q

k1 k2

W−
φ−

h

Aµ Aν

p

q + k2

q

k1 k2

W+

φ+

− 2
g

2
mW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆′′)2

= − i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dxΓ

(
2− d

2

)(
4π

∆′′

)2−d/2

= − i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

[
2

ε
− γ + log 4π − log(mW

2)

]
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h

Aµ Aν

p

q + k1

W

q

k1 k2

W−
φ−

h

Aµ Aν

p

q + k1

W

q

k1 k2

W+

φ+

− 2
g

2
mW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

∫
dd`

(2π)d
1

(`2 −∆′′)2

= − i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dxΓ

(
2− d

2

)(
4π

∆′′

)2−d/2

= − i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

[
2

ε
− γ + log 4π − log(mW

2)

]
以上から

iM43 = − i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)2
[
2

ε
− γ + log 4π − log(mW

2)

]
. [III.16]

[III.14][III.15][III.16]から

iM =
i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
(4xy − x− y + 8)mh

2

mW
2 − xymh

2
− 8

+
i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

(
16 +

2mh
2

mW
2

)(
2

ε
− γ + log 4π − logmW

2

)
+

i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

(
16 +

2mh
2

mW
2

)(
− log(1− xymh

2/mW
2)
)

− i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx (−4)

− i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

(
6 +

mh
2

mW
2

)(
2

ε
− γ + log 4π − logmW

2

)
− i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

(
6 +

mh
2

mW
2

)[
− log(1− x(1− x)mh

2/mW
2)
]

− i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)2
(
2

ε
− γ + log 4π − logmW

2

)
=

i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
(4xy − x− y + 8)mh

2

mW
2 − xymh

2

+
i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
(
8 +

mh
2

mW
2

)(
2

ε
− γ + log 4π − logmW

2

)
+

i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

(
16 +

2mh
2

mW
2

)(
− log(1− xymh

2/mW
2)
)

− i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
(
6 +

mh
2

mW
2

)(
2

ε
− γ + log 4π − logmW

2

)
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− i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

(
6 +

mh
2

mW
2

)[
− log(1− x(1− x)mh

2/mW
2)
]

− i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)2
(
2

ε
− γ + log 4π − logmW

2

)
=

i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
(4xy − x− y + 8)mh

2

mW
2 − xymh

2

− i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

(
16 +

2mh
2

mW
2

)
log
(
1− xy

mh
2

mW
2

)
+

i

(4π)2
gmW e

2ε∗(k1) · ε∗(k2)
∫ 1

0

dx

(
6 +

mh
2

mW
2

)
log
(
1− x(1− x)

mh
2

mW
2

)
.

mh � mW なら ∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy
(4xy − x− y + 8)mh

2

mW
2 − xymh

2

−
(
16 +

2mh
2

mW
2

)∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy log
(
1− xy

mh
2

mW
2

)
+

(
6 +

mh
2

mW
2

)∫ 1

0

dx log
(
1− x(1− x)

mh
2

mW
2

)
≈
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy (4xy − x− y + 8)
mh

2

mW
2

+ 16

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy xy
mh

2

mW
2
− 6

∫ 1

0

dxx(1− x)
mh

2

mW
2

=
23

6

mh
2

mW
2
+

2

3

mh
2

mW
2
− mh

2

mW
2

=
7

2

mh
2

mW
2
.
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