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物質の電磁気学（中山）

使用しているのは第 14刷．
異方性媒質の部分は Landau-Lifshitzの Electrodynamics of Continuous Mediaを参考にした．
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第 8章

物質と電磁波

8.2 誘電関数
■複素感受率の時間発展 分極の固有振動について考える．物質に対し，外から電場

E = E0 exp(−iωt) [8.1]

をかける．微視的分極に対する運動方程式は，

m〈p̈〉 = −K〈ṗ〉 −mγ〈ṗ〉+ q2E. [8.2]

K は復元力の定数，γ は衝突による抵抗を表す定数．これは力学における強制振動に対応している．

P = n〈ṗ〉 = ε0χ(ω)E0 exp(−iωt) [8.3]

によって複素感受率を導入すると，

χ(ω) =
nq2

ε0m[ω0
2 − ω2 − iγω]

=
ωp

2[(ω0
2 − ω2) + iγω]

(ω0
2 − ω2)2 + γ2ω2

. [8.4]

ただし，ω0 は固有角振動数，ωp はプラズマ角振動数で，

ω0
2 =

K

m
[8.5]

ωp
2 =

nq2

ε0m
[8.6]

のように定義される．また，この χ(ω)を複素感受率という．
以上で見たように周期的な電場に応答する物質の電気感受率は角振動数 ω に依存する．ある時刻 t′ におけ

る電場の作用によって発生した電気分極は，その固有の運動にしたがって変化する．その変化の様子は，観察
時刻 tと発生時刻 t′ との時間 t− t′ で評価される．よって，時刻 tにおける分極は，

P (t) = ε0

∫ t

−∞
χ(t− t′)E(t′) dt′ [8.7]

で与えられる．積分上限が tなのは，χ(t− t′)が t− t′ < 0では 0だから．これは，ある時刻に起こった変化
は，それより前の事象に影響を与えないという因果律を表している．ここで，

E(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
E(ω) exp(−iωt) dω [8.8]



Kramers-Kronigの関係式

で Fourier変換すると，

P (ω) =

∫ ∞

−∞
P (t) exp(iωt) dt

=

∫ ∞

−∞

[∫ t

−∞
dt′ε0χ(t− t′)E(t′)

]
exp(iωt) dt

= ε0χ(ω)E(ω) [8.9]

となる．χの逆変換は，

χ(τ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
χ(ω) exp(−iωτ) dω. [8.10]

ただし，τ < 0では χ = 0．
次に，[8.4]を [8.10]に代入して，積分値を求める．
[8.4]から，被積分関数の極は

p+ = β − iγ

2
, [8.11]

p− = −β − iγ

2
. [8.12]

で与えられる．ただし，β =

√
ω0

2 − γ2

4
は減衰振動子の固有各振動数．よって，χ(ω) exp(−iωτ)の極は 1位

で Imω < 0の領域に存在する．
積分経路は本文図 8-3のように選ぶ．
τ < 0の場合は実線の経路で積分する．この経路は極を含まないので，積分は 0である．円弧の半径を十分

大きくすれば，円弧上での積分は 0となり，結局，実軸上での積分も 0となる．
τ > 0の場合は破線の経路（右回り！）で積分する．[8.11]と [8.12]を使って積分を書きなおすと，

1

2π

∮
−ωp

2e−iωτ

(ω − p+)(ω − p−)
dω =

−2πi

2π
(−ωp

2)

(
e−ip+τ

p+ − p−
+

e−ip−τ

p− − p+

)
= −i ωp

2

p+ − p−

(
e−ip−τ − e−ip+τ

)
. [8.13]

[8.13]に [8.11]と [8.12]を代入して，

χ(τ) =
ωp

2

β
exp

(
−γt

2

)
sinβτ [8.14]

γ > 0であるので，これは χ(τ)が時間発展とともに減衰していくことを表している．

■Kramers-Kronigの関係式 正則関数 χ(Ω)に対し，

χ(Ω)

Ω− ω
[8.15]

を考える．[8.15]は，Ω = ω で 1位の極を持つ．
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Kramers-Kronigの関係式

ReΩ

ImΩ

ω

上の経路で積分する．この経路の内側には特異点はないので，積分した値は 0になる．十分大きな弧上では
Ωが非常に大きく，原子の分極が追い付かなくなり，χ = 0である．
ω 近傍の積分経路は，半径 δ の半円 Ω = ω + δeiθ である (θ : π → 0)．その上での積分は，∫

χ(Ω)

Ω− ω
dΩ =

∫ 0

π

χ(ω + δeiθ)

ω + δeiθ − ω
iδeiθdθ.

よって，

0 =

∮
χ(Ω)

Ω− ω
dΩ

=

∫ ω−δ

−∞

χ(Ω)

Ω− ω
dΩ+

∫ ∞

ω+δ

χ(Ω)

Ω− ω
dΩ+

∫ 0

π

χ(ω + δeiθ)

ω + δeiθ − ω
iδeiθdθ

∼ P
∫ ∞

−∞

χ(Ω)

Ω− ω
dΩ− iπχ(ω) [8.16]

最後の式変形で δ → 0とした．P は，ω ± δ での積分をのぞいた主値積分．この式を実数部と虚数部に分け
ると，

χ′(ω) =
1

π
P
∫ ∞

−∞

χ′′(Ω)

Ω− ω
dΩ [8.17]

χ′′(ω) = − 1

π
P
∫ ∞

−∞

χ′(Ω)

Ω− ω
dΩ [8.18]

となる．χ′ は実数部，χ′′ は虚数部を表す．これを Kramers-Kronigの関係式という．これは，電気分極だけ
でなく，一般の多くの線形応答現象について成り立つ．
次に，χ′ と χ′′ の偶奇性について考える．

χ(τ) =
χ(τ) + χ(−τ)

2
+
χ(τ)− χ(−τ)

2
= χe(τ) + χo(τ) [8.19]

ここで，χe は偶関数，χo は奇関数である．この関数の Fourier変換を考えると，

χ(ω) =

∫ ∞

−∞
χ(τ) exp(iωτ)dτ

=

∫ ∞

−∞
χe(τ) exp(iωτ)dτ +

∫ ∞

−∞
χo(τ) exp(iωτ)dτ

=

∫ ∞

−∞
χe(τ) [cosωτ + i sinωτ ] dτ +

∫ ∞

−∞
χo(τ) [cosωτ + i sinωτ ] dτ
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Kramers-Kronigの関係式

=

∫ ∞

−∞
χe(τ) cos(ωτ)dτ + i

∫ ∞

−∞
χo(τ) sin(ωτ)dτ

= χ′(ω) + iχ′′(ω) [8.20]

3行目から 4行目に移る時に，奇関数の −∞から∞の積分が 0になることを使った．[8.20]より，

χ′(ω) = χ′(−ω) [8.21]
χ′′(ω) = −χ′′(−ω) [8.22]
χ(ω) = χ∗(−ω) [8.23]

まずは [8.17]の変形を考える．

χ′(ω) =
1

π
P
∫ ∞

−∞

χ′′(Ω)

Ω− ω
dΩ

=
1

π
P
∫ 0

−∞

χ′′(Ω)

Ω− ω
dΩ+

1

π
P
∫ ∞

0

χ′′(Ω)

Ω− ω
dΩ

=
1

π
P
∫ ∞

0

χ′′(−Ω)

−Ω− ω
dΩ+

1

π
P
∫ ∞

0

χ′′(Ω)

Ω− ω
dΩ

=
1

π
P
∫ ∞

0

−χ′′(Ω)

−Ω− ω
dΩ+

1

π
P
∫ ∞

0

χ′′(Ω)

Ω− ω
dΩ

=
2

π
P
∫ ∞

0

Ωχ′′(Ω)

Ω2 − ω2
dΩ [8.24]

=
1

π
P
∫ ∞

−∞

Ωχ′′(Ω)

Ω2 − ω2
dΩ [8.25]

4行目から [8.24]に移る時及び，[8.24]から [8.25]に移る時に，[8.22]を使った．同様に，[8.18]と [8.21]から，

χ′′(ω) = −2ω

π
P
∫ ∞

0

χ′(Ω)

Ω2 − ω2
dΩ [8.26]

= −ω
π
P
∫ ∞

−∞

χ′(Ω)

Ω2 − ω2
dΩ [8.27]

[8.24]と [8.26]もしくは [8.25]と [8.27]で Kramers-Kronigの関係式という場合もある．いずれにせよ，これ
は複素アドミッタンス（任意の外力による応答関数を Fourier変換したもの）の実部と虚部の関係式を表す．
さらに，複素平面上における χ(ω)の正則性についても議論する．正則であるためには，Cauchy-Riemann

の式が成立すれば良い．

χ(ω) = χ(ω′ + iω′′)

=

∫ ∞

−∞
χ(τ)eiωτdτ

=

∫ ∞

−∞
χ(τ) exp(−ω′′τ + iω′τ)dτ

=

∫ ∞

−∞
e−ω′′τ [χ′(τ) + iχ′′(τ)] (cosω′τ + i sinω′τ)dτ

=

∫ ∞

−∞
e−ω′′τ [χ′(τ) cosω′τ − χ′′(τ) sinω′τ ] dτ

+ i

∫ ∞

−∞
e−ω′′τ [χ′′(τ) cosω′τ + χ′(τ) sinω′τ ] dτ [8.28]
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Kramers-Kronigの関係式

ここで，

∂

∂ω′

∫ ∞

−∞
e−ω′′τ [χ′(τ) cosω′τ − χ′′(τ) sinω′τ ] dτ

=
∂

∂ω′′

∫ ∞

−∞
e−ω′′τ [χ′′(τ) cosω′τ + χ′(τ) sinω′τ ] dτ [8.29]

及び，

∂

∂ω′′

∫ ∞

−∞
e−ω′′τ [χ′(τ) cosω′τ − χ′′(τ) sinω′τ ] dτ

= − ∂

∂ω′

∫ ∞

−∞
e−ω′′τ [χ′′(τ) cosω′τ + χ′(τ) sinω′τ ] dτ [8.30]

となるので，確かに χ(ω)は正則である．次に，χ′′(ω)に関する性質を見よう．

Reω

Imω

iξ

−iξ

実軸を弦として，上半分に存在する十分大きい半円経路での積分を計算する：∮
ωχ(ω)

ω2 + ξ2
dω =

1

2

∮
χ(ω)

ω − iξ
dω +

1

2

∮
χ(ω)

ω + iξ
dω =

1

2

∮
χ(ω)

ω − iξ
dω

=
2πi

2
χ(iξ) = iπχ(iξ).

円弧における積分はその半径を十分大きく取ると 0になるので，∫ ∞

−∞

ωχ(ω)

ω2 + ξ2
dω = iπχ(iξ). [8.31]

ところで，この式の左辺の被積分関数の実数部分は [8.21]より奇関数となるので，左辺の実数部は 0となる．
よって， ∫ ∞

−∞

ωiχ′′(ω)

ω2 + ξ2
dω = iπχ(iξ) [8.32]

この式の左辺の被積分関数は [8.22]より偶関数となるので，[8.32]は

χ(iξ) =
2

π

∫ ∞

0

ωχ′′(ω)

ω2 + ξ2
dω [8.33]

となる．これを 0 < ξ <∞で積分すると，∫ ∞

0

χ(iξ) dξ =
2

π

∫ ∞

0

[
ωχ′′(ω)

∫ ∞

0

1

ξ2 + ω2
dξ

]
dω
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Kramers-Kronigの関係式

=
2

π

∫ ∞

0

ωχ′′(ω)
π

2ω
dω

=

∫ ∞

0

χ′′(ω) dω [8.34]

となる．従って， ∫ ∞

0

χ(iω) dω =

∫ ∞

0

χ′′(ω) dω [8.35]

が成立する．
以上は誘電体の電気分極については成立するが，金属になると若干話が異なってくる．なぜならば，振動子

モデルにおいて ω0 = 0とすると，ω → 0で χ(ω)が極を持ってしまうからだ．よって，金属の場合は，Ω平
面での積分において Ω = 0も避けるような経路にしなくてはならない．

ReΩ

ImΩ

ω

この場合，[8.16]が原点回りでの積分だけ影響を受ける．ω で変動する電場がかかっているときの物質中の
Maxwell-Ampèreの法則は，

rotH = j +
∂D

∂t
= j − iωD [8.36]

であり，これに Ohmの法則

j = σE [8.37]

を代入すると，

rotH = j +−iωεE

= −iω
(
ε+

iσ

ω

)
[8.38]

となる．σ は定常電流に対する電気伝導率である．これは，ω → 0の極限で，電束密度の時間変動が定磁場に
近付くことに由来する．例えば，誘電体では 静的な誘電率 εst に近づく．よって，金属の誘電率は誘電体の誘
電率に対し iσ

ω
の補正が必要なことが分かる．つまり，

εm = εd +
iσ

ω
[8.39]

と言うことだ．ただし，添字 m は金属，d は誘電体の物理量であることを示す．これを電気感受率を用いて書
き直すと，

χm = χd +
iσ

ε0ω
[8.40]
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振動子モデル

感受率の実部，虚部に分けて考えると，

χ′
m(ω) = χ′

d(ω) [8.41]

χ′′
m(ω) = χ′′

d(ω) +
σ

ε0ω
[8.42]

これを [8.17]と [8.18]に適用すると，金属に対する感受率は，

χ′(ω) =
1

π
P
∫ ∞

−∞

χ′′(Ω)

Ω− ω
dΩ [8.43]

χ′′(ω) = − 1

π
P
∫ ∞

−∞

χ′(Ω)

Ω− ω
dΩ+

σ

ε0ω
[8.44]

となる．

■振動子モデル 4-10で議論した振動子モデルをもう一度考えてみる．
等方的な物質の電気分極の固有振動について考える．物質に対し，外から電場

E = E0 exp(−iωt) [8.45]

をかける．微視的分極に対する運動方程式は，

m〈p̈〉 = −K〈ṗ〉 −mγ〈ṗ〉+ q2E [8.46]

である．K は復元力の定数，γ は衝突による抵抗を表す定数である．これは力学における強制振動に対応して
いる．

P = n〈ṗ〉 = ε0χ(ω)E0 exp(−iωt) [8.47]

によって複素感受率を導入すると，

χ(ω) =
nq2

ε0m[ω0
2 − ω2 − iγω]

=
ωp

2

ω0
2 − ω2 − iγω

[8.48]

となる．ただし，ω0 は固有角振動数，ωp はプラズマ角振動数で，

ω0
2 =

K

m
[8.49]

ωp
2 =

nq2

ε0m
[8.50]

のように定義される．また，この χ(ω)を複素感受率という．さらに，複素誘電率 ε(ω)は，

ε(ω) = ε0(1 + χ(ω)) [8.51]

で与えられる．この ε(ω)を誘電関数と呼ぶこともある．
このモデル [8.48]で散逸 γ が小さいときは，[8.51]から，

ε(ω) = ε0

[
1 +

ωp
2

ω0
2 − ω2

]
[8.52]

となる．また，

ω = ωl =
√
ω0

2 + ωp
2 [8.53]
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(8.4.13)

のときは，
ε(ω) = 0

となる．この ωl を縦波の振動数という．さらに，[8.52]において ω � ω0 としたときは，静的な誘電率

εst = ε0 +
ε0ωp

2

ω0
2

[8.54]

が得られる．これを図示すると本文図 8-4のようになる．
一般の物質には双極子以外にも，イオンや電子など外部の電場に応答するものがある．このようなものの寄

与を考えると，誘電関数は本文図 4-25のようになる．
この図を見れば分かるように，固有角振動数 ω0 の近くでは，ω0 より大きい固有角振動数を持つ分極の寄与

はほぼ一定の正の誘電率を与える．例えば，イオン結晶のイオン変位による分極の共鳴領域では，それより角
振動数が大きい電子 (背景媒質)がこれに当たる．このような場合は，誘電率を一定な背景媒質による部分 εb

と共鳴部分に分けることができる．そのときは，[8.48]と [8.51]から，

ε(ω) = εb +
ε0

ω0
2 − ω2 − iγω

nq2

ε0m
= εb +

ε0ωp
2

ω0
2 − ω2 − iγω

[8.55]

と表すことができる．これを拡張された振動子モデルという．この振動子モデルの考えは，多くの応答現象を
考える基礎となる．

8.4 異方性媒質中の光
■(8.4.13) 等方的な物質であっても，外部から磁場をかけると異方的になる．まずは復元力を受けない荷電
粒子の運動から調べる．
等方性媒質中の荷電粒子 q について考える．ζ 方向に対して静磁場が存在すると仮定する．この運動方程

式は，

m〈r̈〉 = −mγ〈ṙ〉+ q〈ṙ〉 ×B + qE exp(−iωt). [8.56]

γ は衝突による抵抗を表す．ただし，磁場の向きの条件から

B = (0, 0, B). [8.57]

ここで，複素感受率テンソル χを導入する．χは 2階のテンソル．χを使うと，〈r〉は

〈r〉 = ε0
nq
χE exp(−iωt) [8.58]

と表すことができる．[8.56][8.57][8.58]から，

−ε0
mω2

q

∑
j

χξjEj = iε0
mωγ

q

∑
j

χξjEj − iε0ωB
∑
j

χηjEj + nqEξ [8.59]

−ε0
mω2

q

∑
j

χηjEj = iε0
mωγ

q

∑
j

χηjEj + iε0ωB
∑
j

χξjEj + nqEη [8.60]

−ε0
mω2

q

∑
j

χζjEj = iε0
mωγ

q

∑
j

χζjEj + nqEζ [8.61]
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磁化した物質中の電気分極と比誘電率テンソル

[8.59][8.60]から Eξ と Eη について書き下せば，それぞれ

−ε0ω2χξξ = iε0γωχξξ − iε0ωωcχηξ +
nq2

m
[8.62]

−ε0ω2χξη = iε0γωχξη − iε0ωωcχηη [8.63]
−ε0ω2χηξ = iε0γωχηξ + iε0ωωcχξξ [8.64]

−ε0ω2χηη = iε0γωχηη + iε0ωωcχξη +
nq2

m
[8.65]

となる．ただし，ここで ωc サイクロトロン角振動数

ωc =
qB

m
[8.66]

を導入した．[8.62][8.63][8.64][8.65]から，

χξξ = χηη =
nq2(ω + iγ)

mε0ω[ωc
2 − (ω + iγ)2]

[8.67]

χξη = −χηξ =
nq2iωc

mε0ω[ωc
2 − (ω + iγ)2]

[8.68]

また，ζ 方向については，

χξζ = χηζ = χζξ = χζη = 0 [8.69]

χζζ = − nq2

mε0ω(ω + iγ)
[8.70]

以上をまとめると，

χ =
nq2

mε0ω



ω + iγ

ωc
2 − (ω + iγ)2

iωc

ωc
2 − (ω + iγ)2

0

−iωc

ωc
2 − (ω + iγ)2

ω + iγ

ωc
2 − (ω + iγ)2

0

0 0
−1

ω + iγ


[8.71]

[8.71]において，ωc = 0とすると，χは等しい対角成分のみを持ち，確かに等方的である．また，運動方程
式 [8.56]に復元力の項 −K〈r〉を付け足すと，電気分極に対する感受率を求めることができる．

■磁化した物質中の電気分極と比誘電率テンソル 電気双極子モーメント 〈p〉 = q〈r〉について考える．ζ 方
向に対して静磁場が存在すると仮定する．この運動方程式は，

m〈p̈〉 = −K〈p〉 −mγ〈ṗ〉+ 〈ṗ〉 ×B + q2E exp(−iωt). [8.72]

γ は衝突による抵抗を表す．また，電気双極子モーメントには，復元力 −K〈r〉が作用する．ただし，磁場の
向きの条件から

B = (0, 0, B). [8.73]

ここで，複素感受率テンソル χを導入する（χは 2階のテンソル）．χを使うと，〈r〉は

〈p〉 = ε0
n
χE exp(−iωt) = P

n
[8.74]
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磁化した物質中の電気分極と比誘電率テンソル

と表すことができる．[8.72][8.73][8.74]から，

−ε0mω2
∑
j

χξjEj = −ε0K
∑
j

χξjEj + iε0mωγ
∑
j

χξjEj − iε0ωB
∑
j

χηjEj + nq2Eξ [8.75]

−ε0mω2
∑
j

χηjEj = −ε0K
∑
j

χηjEj + iε0mωγ
∑
j

χηjEj + iε0ωB
∑
j

χξjEj + nq2Eη [8.76]

−ε0mω2
∑
j

χζjEj = −ε0K
∑
j

χζjEj + iε0mωγ
∑
j

χζjEj + nq2Eζ [8.77]

[8.75][8.76]から Eξ と Eη について書き下せば，それぞれ

−ε0(ω2 − ω0
2)χξξ = iε0γωχξξ − iε0ωωcχηξ +

nq2

m
[8.78]

−ε0(ω2 − ω0
2)χξη = iε0γωχξη − iε0ωωcχηη [8.79]

−ε0(ω2 − ω0
2)χηξ = iε0γωχηξ + iε0ωωcχξξ [8.80]

−ε0(ω2 − ω0
2)χηη = iε0γωχηη + iε0ωωcχξη +

nq2

m
[8.81]

となる．ただし，ここで双極子モーメントの固有振動数 ω0 とサイクロトロン角振動数 ωc

ω0 =

√
K

m
[8.82]

ωc =
qB

m
[8.83]

を導入した．[8.78][8.79][8.80][8.81]から，

χξξ = χηη =
nq2(ω2 − ω0

2 + iγω)

mε0 [ω2ωc
2 − (ω2 − ω0

2 + iγω)2]
[8.84]

χξη = −χηξ =
nq2iωωc

mε0 [ω2ωc
2 − (ω2 − ω0

2 + iγω)2]
[8.85]

また，ζ 方向については，

χξζ = χηζ = χζξ = χζη = 0 [8.86]

χζζ = − nq2

mε0(ω2 − ω0
2 + iγω)

[8.87]

となる．以上をまとめると，

χ =
nq2

mε0



ω2 − ω0
2 + iγω

ω2ωc
2 − (ω2 − ω0

2 + iγω)2
iωωc

ω2ωc
2 − (ω2 − ω0

2 + iγω)2
0

− iωωc

ω2ωc
2 − (ω2 − ω0

2 + iγω)2
ω2 − ω0

2 + iγω

ω2ωc
2 − (ω2 − ω0

2 + iγω)2
0

0 0 − 1

ω2 − ω0
2 + iγω


[8.88]

以上のようにして感受率テンソル χが決定された．ωc = 0では確かに等方性を満たしている．これが電気
分極の感受率．これについては，

D = ε0E + P

11



Faraday効果

= ε0E + ε0χE

= ε0(1 + χ)E [8.89]

が成り立つ．ただし，1は単位テンソル δij．[8.88][8.89]から，

ε̃ij = χij + δij [8.90]

ここで，ε̃は物質の比誘電率テンソルである．

■Faraday 効果 磁場が電気的な応答に影響を与えることは一般によく知られている．物質の光応答に磁気
が寄与するものを，「磁気光学効果」という．今回はその中の一つである Faraday効果について見ていこう．
Faraday効果とは，直線偏光が磁化している物体中を通ったときに傾いた楕円偏光となる現象である．直線偏
光とは位相，振幅が等しい円偏光が重なってできているものと考えることができる．
物質の中を電磁波が伝播するときは，一般にそのエネルギーは散逸し，振幅は減衰する．その度合いを消失

係数 κで表す．また，物質中を伝わる電磁波の減衰は距離の指数関数で表される．これを Lambert – Beerの
法則という．よって，物質中で xだけ進んで，振幅が A倍になったときに

A = exp
(
−κωx

c

)
[8.91]

で消失係数 κを定義する．屈折率 nの物質中で電磁波が x伝わった時の電場は，

E = E0 exp
(
−κωx

c

)
exp

[
−iω

(
t− x

c/n

)]
= E0 exp

[
−iωt+ i

ωx

c/N

]
[8.92]

で表される．x = 0での振幅を E0 とする．ここで，複素屈折率 N

N = n+ iκ [8.93]

を導入した．この N によって，位相変化の項の中に減衰も含めることができるのだ．まず，[8.92]にならっ
て，電場，磁場をそれぞれ

E = E0 exp [i(K · r − ωt)] [8.94]
H = H0 exp [i(K · r − ωt)] [8.95]

とする．ただし，K は複素波数ベクトルで，真空中の波数ベクトルを kとすると，

K = Nk [8.96]

の関係がある．物質の比誘電率テンソルを ε̃とすると，等方的な物質の電気感受率テンソルの形から，

ε̃ =
1

ε0

 εξξ εξη 0
−εξη εξξ 0
0 0 εζζ

 [8.97]

となる．よって，Maxwell方程式は，

rotE = −µ0
∂H

∂t
, [8.98]

rotH = ε̃ε0
∂E

∂t
. [8.99]

12



Faraday効果

[8.98]と [8.99]からH を消去すると，

rot
(

1

µ0
rotE

)
= ε̃ε0

∂2E

∂t2
. [8.100]

また，ベクトル解析の公式から，

grad(rotE)−∇2E = −ε̃ 1
c2
∂2E

∂t2
[8.101]

と変形できる．これに [8.94]を代入すると，

−(E ·K)K +K2E = ε̃
(ω
c

)2
E. [8.102]

K と平行で，大きさが物質の複素屈折率 N に等しい複素屈折率ベクトルN を考える．定義と [8.96]から，

K

ω
=

N

c
. [8.103]

[8.103]を [8.94]に代入すると，

E = E0 exp [i(K · r − ωt)]

= E0 exp
[
−iω

(
t− N · r

c

)]
. [8.104]

ここで，[8.104]を [8.102]に代入すると，

N2E − (E ·N)N − ε̃E = 0. [8.105]

光の進む向きは ζ 方向であるとする．つまり，

N = (0, 0, N) [8.106]

である．[8.97]と [8.105]，[8.106]を合わせると， N2 − εξξ −εξη 0
εξη N2 − εξξ 0
0 0 −εζζ

 Eξ

Eη

Eζ

 = 0 [8.107]

となる．さらにこれは， (
N2 − εξξ −εξη
εξη N2 − εξξ

)(
Eξ

Eη

)
= 0 [8.108]

−εζζEζ = 0 [8.109]

と変形できる．[8.109]より，

εζζ = 0 [8.110]

である．また，[8.108]が Eξ = 0かつ Eη = 0以外の解を持つためには，∣∣∣∣ N2 − εξξ −εξη
εξη N2 − εξξ

∣∣∣∣ = 0

13



Faraday効果

であればよい．よって，

N±
2 = εξξ ± iεξη. [8.111]

[8.111]を [8.108]に代入すれば，N+ では iEξ = Eη となり，[8.94]と比較するとこれは左回りの円偏光であ
る．よって，

∆N = N+ −N−

=
√
εξξ + iεξη −

√
εξξ − iεξη

∼ iεξη√
εξξ

[8.112]

この実部と虚部を取ると，

∆n = Re (∆N)

=
κε′ξη − nε′′ξη
n2 + κ2

[8.113]

∆κ = Im (∆N)

=
nε′ξη + κε′′ξη
n2 + κ2

[8.114]

ただし，√
εξξ ∼ N = n + κi (磁化がないときの複素屈折率)であることを用いた．磁化がないとき，等方的

な物質の誘電率テンソルは，

ε =

 ε11 0 0
0 ε11 0
0 0 ε11

 [8.115]

となるので，これは誘電率 ε11 の物質としてふるまう．比透磁率が 1とすると，確かに上記の関係式が成り立
つ．また，ε′ は実部，ε′′ は虚部をあらわす．さらに，物質中での光のふるまいは位相変化と振幅変化の有無を
考えると，以下の 4種類があることが分かる．

1. 物質に入る前は光は直線偏光である．
2. ∆nは左回りの旋光と右回りの旋光に対する屈折率の差である．これは各旋光の位相差を作る．物質の
中では円偏光となる．だが，物質を出ると元通り直線偏光となる．

3. ∆κは左回りの旋光と右回りの旋光に対する吸収率の差である．これは各旋光の振幅差を作る．物質の
中では軸が不変の楕円偏光となる．これを円二色性という．

4. 一般には∆nと∆κが存在する．物質の中を進みながら，楕円自体が回転する．この場合は，トロコイ
ドを描く．物質を出ると，傾いた楕円偏光となる．

物質中を l進んだ後の直線偏光の旋回角 θF は，

θF = −θR − θL
2

=
2π(n− − n+)l

2λ

= −π∆n l
λ
　 [8.116]
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図 8.1

また，楕円偏光の楕円率 (長軸と短軸の比)ηF は，

ηF =
EL − ER

EL + ER

=

exp
(
−κ+ωl

c

)
− exp

(
−κ−ωl

c

)
exp

(
−κ+ωl

c

)
+ exp

(
−κ−ωl

c

)
∼ −π∆κ l

λ
[8.117]

となる．よって，[8.113]，[8.114]，[8.116]，[8.117]から，

θF = − ω

2c
·
κε′ξη − nε′′ξη
n2 + κ2

l [8.118]

ηF = − ω

2c
·
nε′ξη + κε′′ξη
n2 + κ2

l [8.119]

となる．これは等方性媒質に対し，外部から磁場をかけて異方的にした効果である．

■複素電磁波動方程式 Faraday効果で複素屈折率という概念を導入した．振動子モデルでは複素感受率や複
素誘電率である誘電関数も出てきた．実数の物理量であった n，εには，

c

n
=

√
εµ0 [8.120]

が成立し，さらに，電場に対しては波動方程式

∇2E = εµ0
∂2E

∂t2
[8.121]

が成立した．
Faraday効果の項目で導入した複素物理量について復習しておく．物質の中を電磁波が伝播するときは，一

般にそのエネルギーは散逸し，振幅は減衰する．その度合いを消失係数 κで表す．また，物質中を伝わる電磁
波の減衰は距離の指数関数で表される．これを Lambert – Beerの法則という．よって，物質中で xだけ進ん
で，振幅が A倍になったときに

A = exp
(
−κωx

c

)
[8.122]

15



複素電磁波動方程式

で消失係数 κを定義する．屈折率 nの物質中で電磁波が x伝わった時の電場は，

E = E0 exp
(
−κωx

c

)
exp

[
−iω

(
t− x

c/n

)]
= E0 exp

[
−iωt+ i

ωx

c/N

]
[8.123]

で表される．x = 0での振幅を E0 とする．ここで，複素屈折率 N

N = n+ iκ [8.124]

を導入した．この N によって，位相変化の項の中に減衰も含めることができるのだ．さらに，複素波数K を

K = Nk = (n+ iκ)k [8.125]

で定義する．この複素波数を用いると，(8.123)は，

E = E0 exp [i (K · r − ωt)] [8.126]

と書くことができる．さらに，複素屈折率ベクトルN を

N =
N

k
k [8.127]

で定義すると，

E = E0 exp
[
i
(ω
c
N · r − ωt

)]
[8.128]

と書くこともできる．結局，(8.126)，(8.128)において，

複素波数K もしくは複素屈折率 N の虚部が正だと減衰が起こる

と言える．
複素数に対応する波動方程式は [8.127][8.128]から

∇2E =

(
iωN

c

)2

E [8.129]

∂2E

∂t2
= (iω)2E [8.130]

となる．これらから，減衰を複素屈折率として取り入れた電磁波動方程式

∇2E =

(
1

c/N

)2
∂2E

∂t2
[8.131]

が導かれる．振動子モデルで扱った散逸を無視しない誘電関数の形は，

ε(ω) = ε0

(
εb

ε0
+

ωp
2

ω0
2 − ω2 − iγω

)
[8.132]

となる．電荷分布や電流分布がないMaxwell方程式は，

divE = 0 [8.133]

rotE = −∂B
∂t

[8.134]

rotB = ε(ω)µ0
∂E

∂t
[8.135]
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異方性媒質

divB = 0 [8.136]

となる．(8.133)，(8.134)，(8.135)から，

∇2E = ε(ω)µ0
∂2E

∂t2
[8.137]

となる．これと (8.131)，(8.132)から，

N = n+ iκ

=

√
1 +

ωp
2

ω0
2 − ω2 − iγω

[8.138]

となることが分かる．結局，複素数に拡張した電磁波動方程式は，

∇2E =

(
εb

ε0
+

ωp
2

ω0
2 − ω2 − iγω

)
ε0µ0

∂2E

∂t2

=
[
n(ω)2 − κ(ω)2 + 2in(ω)κ(ω)

]
ε0µ0

∂2E

∂t2
[8.139]

と書き直される．(8.139)は分散と減衰も考慮した式である．磁束密度に関する方程式も，

∇2B =

(
εb

ε0
+

ωp
2

ω0
2 − ω2 − iγω

)
ε0µ0

∂2B

∂t2

=
[
n(ω)2 − κ(ω)2 + 2in(ω)κ(ω)

]
ε0µ0

∂2B

∂t2
[8.140]

のように同じ形で表される．ここで，必ずしも散逸 γ が存在しない（誘電率が実数である）からと言って，消
衰 κが存在しないという訳ではないことに注意．

■異方性媒質 異方性のある媒質中で任意の方向へ進む光について考える．
異方性媒質の誘電率テンソルは一般に， ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε21
ε31 ε32 ε33

 [8.141]

と書くことができる．ここで，物質に対し適当な座標系を選ぶと，誘電率テンソルの対角成分以外を 0にする
ことが可能な場合がある．この場合の座標軸をテンソルの主軸と言い，対角成分を主値と言う．ここで，主軸
と主値は物体固有のものである．
主値のうち，2つが一致している時を 1軸性の異方性と言い，異なる主値を持つ成分の軸を光学軸と言う．

主値がどれも一致していない時は 2軸性の異方性と呼ぶ．以下では媒質が透明で，透磁率が等方的で µの場合
を考える．

Maxwell方程式から，平面波について

rotE = k ×E = ωµH [8.142]
rotH = k ×H = −ωD = −ωεE [8.143]

となる．Poyntingベクトル S は [8.142][8.143]から，

S = E ×H =
1

µω

[
E2k − (k ·E)E

]
[8.144]
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異方性媒質

で表される．このように，異方性媒質中では波の伝播方向とエネルギーの流れる方向が異なっている．以上か
ら，k, E, D, H, S の関係は図のようになる．k, E, D, S は同一平面内に存在する．さらに，H はこの平
面に直交する．

図 8.2 主要なベクトルの関係図

ここで，

n =
c

ω
k [8.145]

で屈折率ベクトル n を定義する．c は真空中の光速である．ただし，屈折率ベクトルの絶対値はその向きに
よって変わる．また，[8.142][8.143]から，∑

j

(n2δij − ninj − µc2εij)Ej = 0 [8.146]

となる．ただし，δij はクロネッカーのデルタである．これが E = 0以外の解を持つには，

det(n2δij − ninj − µc2εij) = 0 [8.147]

であればよい．これを計算するときはテンソルの主軸となる座標系へ移行すると楽である．これを展開する
と，6次の項はなくなり，

n2(εξnξ
2 + εηnη

2 + εζnζ
2)− µc2

[
nξ

2εξ(εη + εζ) + nη
2εη(εζ + εξ) + nζ

2εζ(εη + εξ)
]

+µ2c4εξεηεζ = 0. [8.148]

ただし，テンソルの主値 εii を εi とした．これを Fresnel方程式と呼ぶ．Fresnel方程式 [8.148]は nξ, nη, nζ
座標で 4次曲面をなす．これを屈折率ベクトル面と呼ぶ．屈折率ベクトル面は [8.148]から分かるように ω に
も依存している．そして，nの方向が決まっている時は [8.148]は nに関する 2次方程式となるので，一般に
2つの解を持つ．つまり，nの方向が決まっている時はその絶対値は 2つ存在するということが分かる．
さらに，等方性媒質の中では群速度 vs と波数 k の向きは一致しているが，異方性媒質では一致していな

い．異方性媒質中では群速度が光線の方向と一致している．そこで，向きが群速度の向きと一致しており，大
きさが

s · n = 1 [8.149]
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となる光線ベクトル sを定義する．
[8.142][8.143][8.145]から，

n×E = µcH [8.150]
n×H = −cD [8.151]

となる．[8.150][8.151]と定義 s · n = 1から，

s×D = s×
[
−1

c
n×H

]
= −1

c
[(s ·H)n− (s · n)H]

=
H

c
. [8.152]

同様に，

s×H = − 1

µc
E [8.153]

となる．[8.152][8.153]から，Fresnel方程式を導いたのと同様の議論から，

det
(
δijs

2εij −
δij
µc2

− sisjεij

)
= 0

となり，これを展開すると，

s2(εηεζsξ
2 + εζεξsη

2 + εξεηsζ
2)− 1

µc2
[
sξ

2(εη + εζ) + sη
2(εζ + εξ) + sζ

2(εξ + εη)
]
+

1

µ2c4
= 0 [8.154]

となる．これを光線速度面方程式と呼ぶ．ただし，主値の添字は略した．これは (sξ, sη, sζ)座標において 4次
曲面をなす．これを光線速度面と呼ぶ．
さて，波動光学の近似として幾何光学が有効なのは，問題にしているスケールが波長 λより十分大きい時だ

け．この条件の下，位置や時間による誘電率の変化は緩やかで，位相は屈折率を光の進路にそって積分した光
路長によって表すことができるとする近似をアイコナール近似と呼ぶ．アイコナール近似では，電場や磁場が

ψ(r) = a(r) exp[i(kφ(r)− ωt)]

と表される時，この φ(r)をアイコナールと呼ぶ．定義と [8.145]から，

gradφ(r) = n. [8.155]

次に等位相面について考える．アイコナールを含んだ位相は kφ− ωtであるので，ある時刻 t0 において，

φ = φ0 = const. [8.156]

で決定される曲面が等位相面である．さらに，微小時間 δt経過した後，この等位相面は，

kφ0 − ωt0 = k(φ0 + δφ)− ω(t0 + δt) [8.157]

で与えられる δφを用いて，

φ = φ0 + δφ. [8.158]
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異方性媒質

また，[8.157]から，

δφ =
ω

k
δt. [8.159]

一般に，曲面 φ(ξ, η, ζ) = φ0 上の 1点 P0(ξ0, η0, ζ0)の近くに P(ξ0 + δξ, η0 + δη, ζ0 + δζ)を取る．P0 及び P
は共に等位相面上にあるので，

φ(ξ0, η0, ζ0) = φ(ξ0 + δξ, η0 + δη, ζ0 + δζ) = φ0.

最左辺を展開して 1次まで取ると，中辺と合わせて，

∂φ

∂ξ
δξ +

∂φ

∂η
δη +

∂φ

∂ζ
δζ = 0.

よって，等位相面内の任意の微小ベクトルを δr = (δξ, δη, δζ)を用いると，[8.155]と合わせて，

gradφ(r) · δr = n · δr = 0. [8.160]

よって，(ξ, η, ζ)座標において屈折率ベクトル nは等位相面に対し直交する事が分かる．
[8.148]の Fresnel方程式は ni を使って記述されているが，屈折率ベクトル面を f(kξ, kη, kζ , ω) = 0で記述

することにすると，偏微分の一般的な公式から

(vs)i =

(
∂ω

∂ki

)
f

= −

(
∂f

∂ki

)
ω(

∂f

∂ω

)
ki

= − c

ω

(
∂f

∂ni

)
ω(

∂f

∂ω

)
ki

となる．最後の式に移るときは，ω 一定という条件で偏微分していることを利用した．ところで， ∂f

∂n
は曲面

f = 0の法線方向を向いている．よって，光線ベクトル sは屈折率ベクトル面の対応する点における法線の向
きを向いていることが分かる．屈折率ベクトル面は (nξ, nη, nζ)座標において定義されていることに注意．こ
れは

s · δn = 0 [8.161]

と表される．さらに，sの定義 s · n = 1を ω = constの下で両辺微分して，s · δn+ n · δs = 0となるので，
[8.161]から，

n · δs = 0. [8.162]

[8.160][8.162]から，δr が等位相面内の任意の微小ベクトルであることを考慮すると，(ξ, η, ζ)座標において
原点から伸ばした光線ベクトル sが作る面は等位相面である．また，[8.162]から，屈折率ベクトル nは光線
速度面の対応する点における法線の向きを向いていることが分かる．光線速度面は (sξ, sη, sζ)座標において
定義されていることに注意．屈折率ベクトル nと同様に，ある 1点を出た光であっても，sはその向きによっ
て絶対値が変わる．
ここで，Poyntingベクトル S と光線ベクトル sの関係を求める．[8.142]と [8.143]を微分して，

δD = − 1

ω
[δk ×H + k × δH],
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異方性媒質

δH =
1

ωµ
[δk ×E + k × δE].

それぞれの両辺で E, H とのスカラー積を取ると，

E · δD = − 1

ω
[E · (δk ×H) +E · (k × δH)],

µH · δH =
1

ω
[H · (δk ×E) +H · (k × δE)].

ここで，ベクトル解析の公式
a · (b× c) = (a× b) · c

及び εij の対称性から導かれる式

D · δE =
∑
i

∑
j

εijEjδEi =
∑
i

∑
j

EjεjiδEi = E · δD

と [8.142]と [8.143]を使うと，

E · δD =
1

ω
(E ×H) · δk + µH · δH

µH · δH =
1

ω
(E ×H) · δk +E · δD

となる．この 2式から，k ‖ nを考慮すると，

(E ×H) · δn = S · δn = 0 [8.163]

となる．[8.161][8.163]から，群速度もしくは光線ベクトルと Poyntingベクトルは同じ向きを向いていること
が分かる．よって，

s ·H = 0 [8.164]
s ·E = 0. [8.165]

異方性媒質中を伝播する光の偏りについて考える．Fresnel 方程式 [8.148] を導くきっかけとなった方程式
[8.146]には電場 E が含まれている．だが，kと E は異なる方向を向いているので，光波の偏りを考えるのに
は適していない．図を見ると，k と電束密度D が直交している．なので，電束密度D を基に式を立て直す．
[8.150][8.151]から，

D =
1

µc2
[
n2E − (n ·E)n

]
. [8.166]

ここで，新しい式を立てる際に，座標軸が屈折率ベクトル nもしくは波数 kの方を向くようにする．さらに，
この座標系の残りの軸を 1,2 軸とし，α = 1, 2, β = 1, 2 とする．α 軸は n と直交するので，[8.166] の α 成
分は

Dα =
n2

µc2
Eα

となる．さらに，誘電率の 2階逆テンソル ε−1
αβ を考え，

Eα =
∑
β

ε−1
αβDβ .
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これら 2式から，

Dα − n2

µc2

∑
β

ε−1
αβDβ = 0 [8.167]

もしくは (
µc2

n2
δαβ − ε−1

αβ

)
Dβ = 0 [8.168]

となる．これはテンソルの固有値問題となっていて，あらわに書けば，ε
−1
11 −

(
µc2

n2

)
ε−1
12

ε−1
21 ε−1

22 −
(
µc2

n2

)
(D1

D2

)
= 0 [8.169]

が得られる．D などのベクトルと誘電率テンソル εは座標系によって異なる成分を返すことに注意．
[8.169]が D1 = D2 = 0以外の解を持つ条件は，行列式が 0となることなので，

µc2

n2
=
ε−1
11 + ε−1

22 ±
√

(ε−1
11 − ε−1

22 )
2 + 4ε−1

12 ε
−1
21

2
[8.170]

となる．また，先程も述べたように，nの向きが決まっている時，その絶対値 nは 2つ存在する．この式か
ら，確かに nは 2つ存在することが分かる．それを n(1), n(2) とする．[8.169]の行列式が 0になるという条
件はもとの (ξ, η, ζ)座標における Fresnel方程式に一致する．この座標系は εの主軸であった．さて，[8.169]
を見ると，n(1) と n(2) に対応する二つのD(1) とD(2) が存在し，それらは ε−1 の固有ベクトル（主軸）で
ある．一般に，固有ベクトル同士は直交するので，D(1) とD(2) は (1, 2)平面内で直交する．先ほどの固有
値問題は 2次元テンソルについて考えていたことに注意．ところが，双方とも nに直交する平面つまり (1, 2)

平面内にのみ存在することは分かっているので，結局，

D(1) ·D(2) = 0 [8.171]

となる．同じ向きの屈折率ベクトルを持つ 2つの光波の電束密度は互いに直交することが分かった．
[8.169] を幾何的に表す．誘電率テンソルの主軸である (ξ, η, ζ) 座標における ε−1 に対応するテンソル楕

円体 ∑
i

∑
k

ε−1
ik rirk = µc2 =

1

ε0
[8.172]

を考える．r1, r2, r3 はそれぞれ ξ, η, ζ を示す．εの主軸は ε−1 の主軸にもなるので，(ξ, η, ζ)においては

ε−1 =


1

εξ
0 0

0
1

εη
0

0 0
1

εζ

 [8.173]

の形で表される．[8.172]を [8.173]に代入して，

ξ2

εξ/ε0
+

η2

εη/ε0
+

ζ2

εζ/ε0
= 1 [8.174]
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異方性媒質

図 8.3 屈折率楕円体

となる．これを屈折率楕円体と呼ぶ．
屈折率楕円体の ξ 軸，η 軸，ζ 軸との交点の値

√
εξ
ε0

,
√
εη
ε0

,
√
εζ
ε0
を主屈折率と呼ぶ．

中心を通り，nに垂直な面で屈折率楕円体を切る．この平面の式は，

nξξ + nηη + nζζ = 0 [8.175]

で与えられる．切断面の楕円の長軸と短軸を求める．これは，[8.174][8.175]のもとで

r2 = ξ2 + η2 + ζ2 [8.176]

の極値を求めることに等しい．これには Lagrangeの未定乗数法を使う．

F = ξ2 + η2 + ζ2 + 2λ1 (nξξ + nηη + nζζ) + λ2

(
ξ2

εξ/ε0
+

η2

εη/ε0
+

ζ2

εζ/ε0
− 1

)
[8.177]

となる F に対し，

∂F

∂ξ
= 2ξ + 2λ1nξ + 2λ2

ξ

εξ/ε0
= 0

∂F

∂η
= 2η + 2λ1nη + 2λ2

η

εη/ε0
= 0

∂F

∂ζ
= 2ζ + 2λ1nζ + 2λ2

ζ

εζ/ε0
= 0

を解けばよい．これらから， (
1 +

λ2
εξ/ε0

)
ξ + λ1nξ = 0(

1 +
λ2

εη/ε0

)
η + λ1nη = 0(

1 +
λ2

εζ/ε0

)
ζ + λ1nζ = 0

[8.178]

両辺に ξ, η, ζ をかけて足し合わせると，

ξ2 + η2 + ζ2 + λ2

(
ξ2

εξ/ε0
+

η2

εη/ε0
+

ζ2

εζ/ε0

)
+ λ1 (nξξ + nηη + nζζ) . [8.179]
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[8.174][8.175]より，第 2項は 1，第 3項は 0となるので，

r2 + λ2 = 0. [8.180]

[8.178]両辺に nξ, nη, nζ をかけて足し合わせると，

(nξξ + nηη + nζζ) + λ2

(
nξξ

εξ/ε0
+

nηη

εη/ε0
+

nζζ

εζ/ε0

)
+ λ1

(
nξ

2 + nη
2 + nζ

2
)
= 0.

[8.175]より，第 1項は 0となり，第 3項は n2 となるので，

λ1 +
λ2
n2

(
nξξ

εξ/ε0
+

nηη

εη/ε0
+

nζζ

εζ/ε0

)
= 0.

[8.180]と合わせると，

λ1 =
r2

n2

(
nξξ

εξ/ε0
+

nηη

εη/ε0
+

nζζ

εζ/ε0

)
. [8.181]

[8.180]と [8.181]を [8.178]に代入すると，(
1− r2

εξ/ε0

)
ξ + nξ

r2

n2

(
nξξ

εξ/ε0
+

nηη

εη/ε0
+

nζζ

εζ/ε0

)
= 0,(

1− r2

εη/ε0

)
η + nη

r2

n2

(
nξξ

εξ/ε0
+

nηη

εη/ε0
+

nζζ

εζ/ε0

)
= 0,(

1− r2

εζ/ε0

)
ζ + nζ

r2

n2

(
nξξ

εξ/ε0
+

nηη

εη/ε0
+

nζζ

εζ/ε0

)
= 0.

[8.182]

[8.166]は
D − 1

µc2
[
n2E − (n ·E)n

]
= D − ε0n

2E + ε0(n ·E)n = 0

と書くことができる．これを各成分について書くと，

Di − ε0n
2Ei + niε0 (nξEξ + nηEη + nζEζ) =

(
1− n2

εi/ε0

)
Di + ni

(
nξDξ

εξ/ε0
+
nηDη

εη/ε0
+
nζDζ

εζ/ε0

)
= 0 [8.183]

となる．よって，これを満たす (ξ, η, ζ)で r は極値を取る．[8.182]と比較すると，

r = n, ξ = Dξ, η = Dη, ζ = Dζ

とすれば完全に対応する．ただし，Di は定数倍の不定性が残っている．つまり，屈折率楕円体を中心を通る n

に垂直な面で切った時の楕円断面の長半径及び短半径は 2つの屈折率ベクトルの大きさ n(1), n(2) に等しく，
各半径のベクトルは電束密度D(1), D(2) の向きを向いていることが分かる．
これと同様に，光線ベクトル sを使ってテンソル楕円体を定義することもできる．[8.153]と [8.152]から，

E = µc2
[
s2D − (s ·D)s

]
[8.184]

となる．光線ベクトル sを軸とする座標系を考え，残りの軸を 1，2軸として α = 1, 2を用いると，

Eα = µc2s2Dα [8.185]
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と表すことができる．sと E が直交していることを用いた．また，2次元 2階テンソルとなる誘電率 εを用
いて，

Dα =
∑
β

εαβEβ [8.186]

である．以上から， ε11 −
1

µc2s2
ε12

ε21 ε22 −
1

µc2s2

(E1

E2

)
= 0 [8.187]

となる．これが E = 0以外の解を持つ条件は，この行列式が 0となることである．よって，

1

µc2s2
=
ε11 + ε22 ±

√
(ε11 − ε22)2 + 4ε12ε21

2
[8.188]

となる．これから分かるように，sの向きが決まると，その絶対値 sは 2つ存在する．これらを s(1), s(2) と
する．また，εαβ の固有値は

1

µc2s2
であり，固有ベクトルは εE である．固有ベクトル同士は直交するので，

s(1), s(2) に対応する電場 E(1), E(2) は同じ平面内に存在することを考慮すると，3次元の空間においても同
じ向きの光線ベクトルを持つ 2つの光波の電場は互いに直交することが結論される．
これを幾何的に表現するには，(1, 2, s)座標系から (ξ, η, ζ)座標系に戻って，テンソル楕円体∑

i

∑
k

εikrirk = ε0 [8.189]

を考えれば良い．展開すると，
εξ
ε0
ξ2 +

εη
ε0
η2 +

εζ
ε0
ζ2 = 1 [8.190]

となる．これは Fresnel楕円体と呼ばれている．

図 8.4 Fresnel楕円体

また，先程と同様の議論から，Fresnel楕円体を中心を通り sに垂直な面で切った時の楕円断面の長半径及
び短半径は 2つの光線ベクトルの大きさ s(1), s(2) に等しく，各半径のベクトルは電場 E(1), E(2) の向きを向
いていることが分かる．また，誘電率が位置によって変化しない均質な物質では，sと nは変化しないので，
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2つの楕円体を光と共に動かして考えると，電束密度と電場の方向は常に同じ向きであることが分かる．つま
り，異方性媒質中を伝わる 2つの光は直線偏光であることが分かる．
最後に異方性媒質を伝播する光波の重要な性質をいくらかまとめておく．

1. E, D, k(n), S(s)は同一平面内に存在し，H はそれに直交する．
2. 群速度（光線ベクトル）と Poyntingベクトルは同じ向きを向いている．つまり，群速度の向きにエネ
ルギーの伝播が起こっている．

3. 向きが決まっている群速度（光線ベクトル），波数（屈折率ベクトル）についてはその絶対値が 2つ存
在する．

4.（実空間において）屈折率ベクトルは等位相面に直交する．
5. 光線ベクトルは Fresnel方程式から決定される屈折率ベクトル面の法線の向きを向いている．
6. 空間座標において原点から伸ばした光線ベクトルが作る面は等位相面である．
7. 屈折率ベクトルは光線速度面方程式から決定される光線速度面の法線の向きを向いている．
8. 同じ向きの屈折率ベクトルを持つ 2つの光波の電束密度は直交する．
9. 同じ向きの光線ベクトルを持つ 2つの光波の電場は直交する．

10. 実空間の屈折率楕円体によって 2つの屈折率ベクトルの大きさと電束密度の向きが分かる．
11. 実空間の Fresnel楕円体によって 2つの光線ベクトルの大きさと電場の向きが分かる．
12. 異方性媒質中を伝わる 2つの光は直線偏光である

■複屈折（1軸性結晶） 1軸異方性の場合を考えよう．1軸性結晶には菱面体晶系，正方晶系，六方晶系など
がある．光学軸を ζ 軸とし，

ε =

εT 0 0
0 εT 0
0 0 εP

 [8.191]

とする．この時，Fresnel方程式は因数分解され，

1

ε0
= µc2 =

n2

εT
[8.192]

1

ε0
= µc2 =

nξ
2 + nη

2

εP
+
nζ

2

εT
[8.193]

となる．(8.192)を常光線，(8.193)を異常光線と言う．Fresnel方程式は (nξ, nη, nζ)空間において，4次曲面
を描くのであった．これが因数分解されるといことは，曲面が 2つ存在するということである．それらが常光
線と異常光線である．常光線 (8.192) は球を，異常光線 (8.193) は回転楕円体を表す．これらを図示すると，
以下のようになる（εT と εP の大小で 2通りに分かれる）．
正結晶には水晶，氷；負結晶には方解石，ADPなどがある．中心から nの方向に引いた線分と曲面の交点

が 2つの屈折率ベクトルとなる．異方性媒質一般で見たように，光線ベクトルは Fresnel方程式から決定され
る屈折率ベクトル面の法線の向きを向いているのであった．なので，常光線においては sと nの向きは一致
する．これは E とD の向きも一致するということである．[8.166]からも分かるように，

D =
1

µc2
n2E = εTE [8.194]

となる．つまり，常光線は等方的な誘電率 εT を持つ媒質中の光と同じように振る舞うことが分かる．
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図 8.5 正結晶（左）と負結晶（右）

異常光線においても，光線ベクトルは屈折率ベクトル面の法線の向きを向いていることを考慮すると，光線
ベクトル sは光学軸と屈折率ベクトル nを通る平面 (主断面)内に存在することが分かる．nが光学軸となす
角を θ とすると，(8.193)から，

1

n2
=
ε0
εP

sin2 θ +
ε0
εT

cos2 θ [8.195]

となる．簡単のため，nが ξζ 平面に存在するものとする．この時，半直線と楕円の交点における法線の方向
(光線ベクトルの向きに等しい)は， (

tan θ
εP

, 0,
1

εT

)
となる．光線ベクトルが光学軸となす角 θ′ は一般の場合に戻して考えても結局，

tan θ′ = εT

εP
tan θ [8.196]

である．nが sと同じ向きを向くのは，光学軸に平行に伝わる場合か，垂直に伝わる場合のみである．
以上の事実を踏まえれば常光線と以上光線の電場と磁場，そして磁束密度の位置関係が分かる．異方性媒質

中では 2つの光波は直線偏光であることに注意．まずは屈折率楕円体を考えよう．この座標系では，屈折率楕
円体は回転楕円体となる．それは次に示すようになる．

図 8.6 常光線と異常光線の電束密度を示す屈折率楕円体（正結晶）
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以後，断りがないかぎり常光線の物理量を添字 o，異常光線の物理量を添字 e で表す．屈折率楕円体からは
2つの電束密度が存在することしか分からないが，(8.192)を見れば，楕円の主半径のうち，ζ = 0に存在する
方が常光線だと分かる．以上の考察から重要な結果が得られた．まず，常光線の電束密度は ξη 平面上に存在
するということである．もう一つが異常光線ベクトルの電束密度は主断面上に存在するということである．常
光線においては光は誘電率 εT の等方的な媒質中と同じように振舞うので，常光線の電場は ξη 平面に存在す
ることが分かる．さらに，E,D, s,nは同一平面内に存在するので，異常光線の電場は主断面上に存在するこ
とが分かる．磁場の方向については，H =

1

ωµ
n×E から簡単に導くことができよう．

以上から，常光線と異常光線の電場と磁場の方向を図示すると本文図 8-13のようになる．
1軸性の異方性を持つ媒質中では光はこのように進む．この 2つの光は直線偏光である．
これまでは異方的な媒質の中のみを進む光を考えてきた．ここで，異方的な媒質に入る光について考えてみ

よう．境界面を y = 0，光学軸を z 軸に取る．入射前の nは yz 平面に存在していたとする．真空中から角度
θ で入射した光は異方性媒質に入ると常光線と異常光線に分かれる．常光線の屈折角 θ は

√
ε0 sin θ =

√
εT sin θo [8.197]

で与えられる．異常光線の屈折角は (8.193)と (8.196)から，

tan θe =

√
εPε0

εT
(
εT − ε0 sin2 θ

) sin θ [8.198]

で与えられる．我々が光の進む向きとして観測するのは波数や位相速度の向きでなく，群速度の向きである．
(8.197) と (8.198) から，常光線と異常光線は屈折角が異なる．そのため，1 軸性異方性媒質を特定の条件で
通った光は，別々の光線に分かれる．これを複屈折と呼ぶ．

■円錐屈折（2軸性結晶） 2軸性異方性媒質ではテンソル εの主値は全て異なる．2軸性結晶には三斜晶系，
単斜晶系，菱面体晶系などがある．以下では，テンソルの主値を

εξ < εη < εζ [8.199]

とする．このようにしても一般性を失わないことは明らかである．Fresnel方程式は，

n2
(
εξnξ

2 + εηnη
2 + εζnζ

2
)
− µc2

[
nξ

2εξ(εη + εζ) + nη
2εη(εζ + εξ) + nζ

2εζ(εη + εξ)
]
+ µ2c4εξεηεζ = 0

[8.200]

のように書けるのであった．まずはこの 4次曲面，つまり屈折率ベクトル面の形状を求めよう．nξnη 平面で
の切り口は，(8.200)に nζ = 0を代入して，(

n2 − µc2εζ
) (
εξnξ

2 + εηnη
2 − µc2εξεη

)
= 0

より，円

nξ
2

εζ/ε0
+

nη
2

εζ/ε0
= 1 [8.201]

及び楕円

nξ
2

εη/ε0
+

nη
2

εξ/ε0
= 1 [8.202]
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となる．(8.199)の条件から，楕円は円の内側にあることが分かる．同様に計算すると，

nη
2

εξ/ε0
+

nζ
2

εξ/ε0
= 1 [8.203]

nη
2

εζ/ε0
+

nζ
2

εη/ε0
= 1 [8.204]

nζ
2

εη/ε0
+

nξ
2

εη/ε0
= 1 [8.205]

nζ
2

εξ/ε0
+

nξ
2

εζ/ε0
= 1 [8.206]

が得られる．これらを図示すると，次のようになる．

図 8.7

この曲面は自身との交点を 4つ持っており，それらは nξnζ 平面の各象限に存在する．特異点の傾き β は，
(8.205)と (8.206)から，

tanβ = ±

√
εζ(εη − εξ)

εξ(εζ − εη)
[8.207]

cosβ = ±

√
εξ(εζ − εη)

εη(εζ − εξ)
[8.208]

sinβ = ±

√
εζ(εη − εξ)

εη(εζ − εξ)
[8.209]

で与えられる．この式により，nξnζ 平面上に 2本の軸が決定される．2軸性異方性媒質ではこの軸のことを光
学軸もしくは双法線と呼ぶ．光学軸の方向は，波動ベクトルの絶対値が一つの値しか取らない，つまり Fresnel
方程式が重解を持つ方向である．また，nの値が 1つに定まることから，光学軸の向きで屈折率楕円体を切断
すると断面は円となる．
光線ベクトルと光線速度面についても同様の式が成り立つ．光線速度面方程式は，

s2
(
εηεζsξ

2 + εζεξsη
2 + εξεηsζ

2
)
− 1

µc2
[
sξ

2(εη + εζ) + sη
2(εζ + εξ) + sζ

2(εξ + εη)
]
+

1

µ2c4
= 0 [8.210]
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で与えられるのであった．これも，s座標系で 4次曲面をなす．特異点が ζ 軸となす角を γ とする．

sζ
2

ε0/εη
+

sξ
2

ε0/εη
= 1 [8.211]

sζ
2

ε0/εξ
+

sξ
2

ε0/εζ
= 1 [8.212]

から，

tan γ = ±
√
εη − εξ
εζ − εη

=

√
εζ
εξ

tanβ [8.213]

となる．最後の式変形には (8.207)を使った．この γ で決定される 2本の軸を光線軸もしくは双径線と呼ぶ．
また，sの値が 1つに定まることから，光線軸の向きで Fresnel楕円体を切断すると断面は円となる．さらに，
(8.199)，(8.213)から，

γ < β [8.214]

であることが分かる．
異方性媒質一般で調べたように，sは屈折率ベクトル面の法線方向を向くのであった．つまり，

∂f

∂n
‖ s [8.215]

である．(8.200)から，

Anξ
[
µc2εξ(εη + εζ)− εξn

2 − (εξnξ
2 + εηnη

2 + εζnζ
2)
]
= sξ

Anη
[
µc2εη(εζ + εξ)− εηn

2 − (εξnξ
2 + εηnη

2 + εζnζ
2)
]
= sη

Anζ
[
µc2εζ(εξ + εη)− εζn

2 − (εξnξ
2 + εηnη

2 + εζnζ
2)
]
= sζ

[8.216]

となれば良い．ただし，Aは 0でない定数である．sと nが平行になるのは，誘電主軸の向きに伝播する時の
みだと分かる．sは群速度の向きを向いていて，大きさが s · n = 1で決定されるのであった．(8.216)から，

Anξ
2
[
µc2εξ(εη + εζ)− εξn

2 − (εξnξ
2 + εηnη

2 + εζnζ
2)
]

+Anη
2
[
µc2εη(εζ + εξ)− εηn

2 − (εξnξ
2 + εηnη

2 + εζnζ
2)
]

+Anζ
2
[
µc2εζ(εξ + εη)− εζn

2 − (εξnξ
2 + εηnη

2 + εζnζ
2)
]
= 1

となるので，これを解くと，

A =
ε0

nξ2εξ (εη + εζ) + nη2εη (εζ + εξ) + nζ2εζ (εξ + εη)− 2ε0n2 (εξnξ2 + εηnη2 + εζnζ2)
[8.217]

となる．(8.216)に代入すると，

sξ =
nξ
[
εξ(εη + εζ)− ε0εξn

2 − ε0(εξnξ
2 + εηnη

2 + εζnζ
2)
]

nξ2εξ (εη + εζ) + nη2εη (εζ + εξ) + nζ2εζ (εξ + εη)− 2ε0n2 (εξnξ2 + εηnη2 + εζnζ2)

sη =
nη
[
εη(εζ + εξ)− ε0εηn

2 − ε0(εξnξ
2 + εηnη

2 + εζnζ
2)
]

nξ2εξ (εη + εζ) + nη2εη (εζ + εξ) + nζ2εζ (εξ + εη)− 2ε0n2 (εξnξ2 + εηnη2 + εζnζ2)

sζ =
nζ
[
εζ(εξ + εη)− ε0εζn

2 − ε0(εξnξ
2 + εηnη

2 + εζnζ
2)
]

nξ2εξ (εη + εζ) + nη2εη (εζ + εξ) + nζ2εζ (εξ + εη)− 2ε0n2 (εξnξ2 + εηnη2 + εζnζ2)

[8.218]
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が得られる．nが双法線の向きを向いている場合を考えよう．この時，nは曲面 f = 0の特異点を通る．この
方程式はこの点において重解をもつので，特異点における ∂f

∂ni
は 0である．この時，(8.218)は 0/0の不定形

になる．よって，双法線方向に進む光については別に考え直す必要がある．
まずは，ある座標系に屈折率ベクトル面と光線速度面を作ろう（これらは Fresnel方程式，光線速度面方程

式から決定され，異なる座標系に属するものだが，適当な目盛で両者の空間を一致させたとする）．これを今
までに習い (ξ, η, ζ)空間とし，ξη 平面を図示すると次のようになる（屈折率ベクトル面を考える際は i→ ni，
光線速度面を考える際は i→ si と書き換える）．

図 8.8

まずは光線速度面 Sに 2点で接する直線 abを求めよう．(8.207)，(8.211)，(8.212)から，これは

sξ sinβ + sζ cosβ =

√
ε0
εη

[8.219]

となる．さらに Oaが ζ 軸となす角は，aが半径
√
ε0/εη の円周上だということを考えると，β である．よっ

て，屈折率ベクトル面の特異点 Nと原点を通る直線と光線速度面との交点は，光線速度面とある直線の接点
であり，この直線は法線となる．次に，これを三次元に拡張しよう．光線速度面の方程式は，

g =
(
sξ

2 + sη
2 + sζ

2
) (
εηεζsξ

2 + εζεξsη
2 + εξεηsζ

2
)

− ε0
[
sξ

2(εη + εζ) + sη
2(εζ + εξ) + sζ

2(εξ + εη)
]
+ ε0

2 = 0 [8.220]

である．さらに，これの a(
√
ε0/εη sinβ, 0,

√
ε0/εη cosβ)での接平面は，

∂g

∂s
(a) · (r − a) = 0

で与えられる．∂g

∂s
(a)は，それぞれ

∂g

∂sξ
(a) = 2

[
εηεζsξ

2 + εζεξsη
2 + εξεηsζ

2 + εηεζ
(
sξ

2 + sη
2 + sζ

2
)
− ε0(εη + εζ)

]
sξ(a)

= 2
[
εηεζsξ

2 + εζεξsη
2 + εξεηsζ

2 − ε0εη
]
sξ(a) [8.221]

∂g

∂sξ
(a) = 2

[
εηεζsξ

2 + εζεξsη
2 + εξεηsζ

2 + εζεξ
(
sξ

2 + sη
2 + sζ

2
)
− ε0(εζ + εξ)

]
sη(a)

31



円錐屈折（2軸性結晶）

= 0 [8.222]
∂g

∂sξ
(a) = 2

[
εηεζsξ

2 + εζεξsη
2 + εξεηsζ

2 + εξεη
(
sξ

2 + sη
2 + sζ

2
)
− ε0(εξ + εη)

]
sζ(a)

= 2
[
εηεζsξ

2 + εζεξsη
2 + εξεηsζ

2 − ε0εη
]
sζ(a) [8.223]

となる．よって，平面の法線は (sinβ, 0, cosβ)を向いている．結局，接平面も

C : sξ sinβ + sζ cosβ =

√
ε0
εη

[8.224]

の形で表される．これは上の図では abで表現されている．この形から分かるように，Oaは接平面と直交する
ことが分かる．次にこの平面と曲面の他の接点を考えよう．曲面上の点 r が平面 Cに接するには，(8.220)，
(8.224)に加えて

∂g

∂s
(r) ‖ (sinβ, 0, cosβ) [8.225]

であればよい．これらの条件から，接点は (8.220)，(8.224)及び[
εηεζsξ

2 + εζεξsη
2 + εξεηsζ

2 + εηεζ
(
sξ

2 + sη
2 + sζ

2
)
− ε0(εη + εζ)

]
sξ cosβ

=
[
εηεζsξ

2 + εζεξsη
2 + εξεηsζ

2 + εξεη
(
sξ

2 + sη
2 + sζ

2
)
− ε0(εξ + εη)

]
sζ sinβ [8.226][

εηεζsξ
2 + εζεξsη

2 + εξεηsζ
2 + εζεξ

(
sξ

2 + sη
2 + sζ

2
)
− ε0(εζ + εξ)

]
sη = 0 [8.227]

を満たさなければならない．(8.227)より，sη 6= 0では，sη の係数が 0でなくてはならない．よって，

εζ(εξ + εη)sξ
2 + 2εζεξsη

2 + εξ(εη + εζ)sζ
2 = ε0(εζ + εξ) [8.228]

(8.228)は楕円体を表している．これと (8.224)の共通部分が解となるので，解は円を描く．簡単のため，

A =
εζ(εξ + εη)

ε0(εζ + εξ)
, B =

2εξεζ
ε0(εζ + εξ)

, C =
εξ(εη + εζ)

ε0(εζ + εξ)
[8.229]

としよう．まずは sη 軸に関して β だけ回転させる．回転後の方程式では，

sξ → sξ cosβ + sζ sinβ
sζ → sζ cosβ − sξ sinβ [8.230]

とすればよい．これから，楕円体 (8.228)と平面 (8.224)は(
A cos2 β + C sin2 β

)
sξ

2 +Bsη
2 +

(
A sin2 β + C cos2 β

)
sζ

2 + 2(A− C) cosβ sinβsξsζ = 1 [8.231]

ζ =

√
ε0
εη

[8.232]

となる．(8.232)，(8.208)，(8.209)，(8.229)を (8.231)に代入して，解は

sξ
2 +

√
ε0(εζ − εη)(εη − εξ)

εξεηεζ
sξ + sη

2 = 0, sζ =

√
ε0
εη

[8.233]

と求まる．よって，光線速度面と接平面の共通部分は円を描くことが分かる．よって，もとの座標系において

も半径 1

2

√
ε0(εζ − εη)(εη − εξ)

εξεηεζ
の円を描くことが分かる．次に，この円と中心を結んで斜円錐（頂点から下

した垂線の足と底面の円の中心が一致しない円錐）面を作ろう．
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図 8.9

さらに，s 空間における点が実空間においてはベクトルになるように，s 空間の平面は点 s の集合であり，
実空間の平面になるとは限らないことに注意．ある平面 sζ = s

(0)
ζ でこの平面を切ると，これは底面と相似な

円となり，s(0)ζ

√
εη/ε0 倍になっている．よって，円錐面の方程式は，(
sξ +

sζ
2

√
(εζ − εη)(εη − εξ)

εξεζ

)2

+ sη
2 =

(
sζ
2

√
(εζ − εη)(εη − εξ)

εξεζ

)2

.

展開すれば，

sξ
2 +

√
(εζ − εη)(εη − εξ)

εξεζ
sξsζ + sη

2 = 0. [8.234]

これを η 軸に関して −β 回転させると元の円錐が得られ，その変換は

sξ → sξ cosβ − sζ sinβ,
sζ → sζ cosβ + sξ sinβ. [8.235]

である．これを (8.234)に適用して，

(εζ − εξ)sη
2 +

[
sξ

√
εξ(εζ − εη)− sζ

√
εζ(εη − εξ)

](
sξ

√
εζ − εη
εξ

− sζ

√
εη − εξ
εζ

)
= 0 [8.236]

となる．この円錐面を内部円錐と呼ぶ．sは s空間においてこの内部円錐と光線速度面の交線である円上に存
在する．
以上が定量的な説明であったが，次にこれを定性的に考えよう．sから光線速度面を使って nを作る方法を

使う．
まず，ある s空間と光線ベクトル sを考えよう．この空間内において sは点として存在する．今，媒質内

のある点で sが与えられた．この時，s空間に光線速度面方程式で決定される光線速度面 Sを記入する．そし
て，与えられた sにおける法線を決定する．この法線の s空間における向きが屈折率ベクトル nの実空間で
の向きと等しくなる．図を見れば明らかなように，sにおける光線速度面 Sの接平面に原点から下した垂線は
やはり nの向きを向いている．さらに，s · nであることから，その長さは 1

n
である．

先程調べたように，２軸性異方性媒質の光線速度面上には同じ向きの法線を持つ領域が存在する．この点そ
れぞれ s(1), s(2), . . .などと区別する．ここで，任意の s(i) における接平面 C(i) を考える．この接平面は光線
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図 8.10 s空間であることに注意

ベクトルに依らず，(8.224)で与えられる．原点からこの平面に下した垂線の向きがこれに対応する n(i) の向
きを定め，長さの逆数が n(i) の絶対値を与える．また，C(i) は Oaと直交するので，先程述べた任意の sに対
する垂線は全て Oaのことであると分かる．よって，これから s(i) に対応する n(i) は全て Oaであることが
分かる．この結果を実空間で書き直すと，双法線方向の nを持つ光の sは (8.236)で決定され内部円錐 (と同
じ形をした円錐)の側面に存在することが分かる．これを内部円錐屈折と言う．
同様に，双径線方向に sがあるとき，無限個の nを考えることができる．これを外部円錐屈折と言う．同様

の計算により，接平面は

nξ sin γ + nζ cos γ =

√
εη
ε0

[8.237]

で与えられ，外部円錐は，

εη(εζ − εξ)nη
2 +

(
nξ
√
εζ − εη − nζ

√
εη − εξ

) (
nξεξ

√
εζ − εη − nζεζ

√
εη − εξ

)
[8.238]

で与えられる．上の図では Oa′b′ で表されている．
内部円錐屈折を観測するには，双法線に垂直な方向に切り出した媒質を使い，それに垂直入射させる．入

射する波は初めは sと nとともに一致しているが，nが双法線方向なので，sが内部円錐に沿って分かれる．
我々が観察するのは sなので，光は媒質に入ると内部円錐に沿って屈折するように見える．

図 8.11 双法線 (
−→
ON)向きの nを持つ光は媒質に入ると内部円錐屈折を起こす

外部円錐屈折を観測するには，双法線に垂直な方向に切り出した媒質を使い，それに垂直入射させる．ただ
し，この場合は，媒質の奥側にもスリットを置いておく．媒質中を進むことができる光は sが双径線方向の光
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のみである．この光の nは外部円錐 (図中に示した円錐)に沿って分布している．媒質を出るときに光は屈折
するが，屈折の時は群速度でなく波数が関係するのであった．２軸性媒質中と外部で，n鉛直方向は変化しな
い．よって，２軸性媒質を出た光はそれぞれ異なった nを持つ．等方性媒質では sと nの向きが一致するの
で，媒質を出たのちの sは円錐状に屈折する．だが，nの水平成分は屈折の際に変化するので，屈折後の nは
外部円錐に沿っていない．そのため，sも外部円錐には沿っていない．

図 8.12 外部で観測される光の向き sは外部円錐と異なる

円錐屈折は 1832年に，W.R.Hamiltonが理論的に発見・予言し，後に H.Lloydが実験で確認した．最近の
研究で円錐屈折光からスロープ効率（定電流に対するレーザー強度）の高いレーザー発振が実現できることが
分かり，レーザー結晶として使われたりする．

8.5 電磁固有モード
■縦波モードとプラズモン 半導体や誘電体では，価電子帯から伝導体に励起した電子と，価電子帯に残った
正孔がクーロン力で結合して励起子（エキシトン）ができる．励起子はクーロン力で結合しているので，エネ
ルギー的に若干安定していることになる．金属でも励起子はできるが，その存在時間はとても短く観測は困難
である．最近（2017年現在）銀の励起子の寿命が長いことが分かったらしい．そのような励起子と電磁場の
相互作用を考える．まずは等方的な物質中のMaxwell方程式を記述しよう：

divD = ρ, [8.239]

rotE = −∂B
∂t

, [8.240]

rotH = j +
∂D

∂t
, [8.241]

divB = 0. [8.242]

内部に存在する電場は

E = E0 exp [i(k · r − ωt)] [8.243]

とする．これを (8.239)に代入すると，

iε(ω)k ·E = ρ [8.244]

となる．ただし，ε(ω)は誘電関数である．よって，これを解くと，

E = El = − ik

k2ε(ω)
ρ [8.245]
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となる．これは電場の波（電磁波でないことに注意）の進む方向 kに平行なので，縦波である．外部電荷密度
ρ = 0の時には El = 0となるが，振動子モデルで調べたように，散逸を無視した拡張振動子の誘電関数は，

ε(ω) = εb +
ε0

ω0
2 − ω2

nq2

ε0m
[8.246]

で与えられる．この場合は，常に ε(ω) = 0となる ω = 0が存在するので，(8.245)において，ρ = 0であって
も El 6= 0となり，縦波が存在する．以上から，縦波が存在する条件は，

ε(ω) = 0 [8.247]

である．また，この条件を満たす角振動数 ω は，(8.246)と (8.247)から，

ω = ωl =

√
ω0

2 +
ε0
εb

nq2

ε0m
[8.248]

となる．これを縦波の角振動数と言う．さらに，金属や電離気体では，原子核と電子間の束縛がなく，弾性定
数K = 0なので ω0 = 0となる．このような物質をプラズマと言う．プラズマにおいて εb = ε0 の時の縦波の
角振動数

ωl = ωp =

√
nq2

ε0m
[8.249]

をプラズマ角振動数と言う．
上で求めた条件 (8.247)を別の方法で導いてみよう．物質の中に波数 k で表される電気分極 P の縦波平面

波があるとする．この時，分極電荷による反電場 E を考えることができるので（本当はある一点の周りの電
気双極子モーメントによる電場が存在している），

E = −P

ε0
[8.250]

である．さらに，P = ε0χEを代入すると，χ = −1となる．これを誘電率と電気感受率の関係式 ε = ε0(1+χ)

に代入すると，確かに

ε = 0 [8.251]

となる．プラズマの場合，縦波を発生させる復元力を担っているものは反電場なのである．また，波の位相と
ほぼ等速で進む電子が電磁波の電場によってエネルギーを得るため，縦波は減衰する．これを Landau減衰と
呼ぶ．プラズマ中の自由電子は集団的に振動しているので，擬似的な粒子（量子）として振舞っていると考え
ることができる．これをプラズモンという．角振動数 ωp で振動するプラズモンは h̄ωp のエネルギーを持つこ
とのみが許される．

■横波モードとポラリトン 励起子と電磁場の相互作用系の縦波では，伝播する変化である電気分極 P に対
する復元力は反電場 E であった．
電荷がない時のMaxwell方程式は，

ε(ω)k ·E = 0 [8.252]

となる．ε(ω) 6= 0の領域では，k ⊥ E となり，これは横波である．
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拡張された電磁波動方程式 [8.139]において散逸 γ を無視したとき，波数 k と角振動数 ω の分散は，

k2 = µ0ε0

(
εb

ε0
+

ωp
2

ω0
2 − ω2

)
ω2 [8.253]

で与えられる．左辺が正なので，右辺も正でなくてはならない．よって，ω が存在できる範囲は，

ω < ω0, ω >

√
ω0

2 +
ε0
εb
ωp

2 = ωl [8.254]

となる．ωl は縦波の各振動数，ωp はプラズマ角振動数である．(8.253)を図示すると，本文図 8-19のように
なる．分散曲線が２本に分かれるのは，誘電率 εb の物質中を進む電磁波 (ω = cbk)と誘電体内の分極の振動
(ω = ω0)の混合状態だからである．これをポラリトンという．
ω � ω0 の時は [8.54]の静的な誘電率 εst に従って速さ cs =

c
√
εst
で進む電磁波となる．

ω → ω0 − 0の時は k, ε → ∞となり，これは背景媒質に関係ない分極の波になる．なぜならば，背景媒質
とは注目している分極の固有角振動数 ω0 よりも大きな固有角振動数を持つもののことを言うからである．こ
こでは注目している分極が共鳴を起こし，背景媒質の寄与はとても小さくなる．
ω → ωl + 0の時は k, ε→ 0となり，これは縦波と同じ状況である．
ω � ω0 となると，固有角振動数 ω0 の分極の寄与はほとんどなくなる．その結果一定の背景媒質を進む電

磁波となる．

■プラズマの表皮効果 プラズマに入射する電磁波のふるまいを見よう．プラズマで散逸 γ が小さいとする
と，振動子モデルで考えた拡張した誘電関数において εb = ε0 として，

ε(ω) = ε0

(
ω2 − ωp

2

ω2

)
[8.255]

となる．よって，ω < ωp のときは誘電関数が負となる．波動方程式 [8.139]から，

n = 0 [8.256]

κ =

√
ωp

2 − ω2

ω
[8.257]

となる．ωp の値は，通常の金属では 1016 程度である．これに対して可視光の ω は 1015 ∼ 1016 程度である．
よって，金属でほとんどの光が反射される．だが，それでも一部の光は減衰しながら金属中に侵入する．x軸
に伝わる電磁波を考える．0 ≤ xの適当な範囲にプラズマが存在するとしよう（本文図 8-9みたいな感じ）．

(8.256)と (8.257)を減衰を考えた電場 [8.123]に代入して，

E = E0 exp

(
−
√
ωp

2 − ω2

c
x

)
exp(−iωt) [8.258]

を得る．これは，x軸方向に減衰する波を表す．この式からも分かるように，波は薄いプラズマ中では完全に
0になる訳ではない．このようなものを消衰波と言う．静電場がかかっていればプラズマ中では静電誘導によ
り電場が 0となるが，これは時間的に変動する電場なので静電誘導は起こらない．電磁波の場合は消衰波がで
き，電場が弱くなる．これを表被効果という．
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■ヘリコン波とホイスラー波 プラズマ角振動数 ωp より角振動数 ω が小さい電磁波はプラズマ中では伝播で
きないことが分かった．だが，特別な場合はそのような電磁波であっても伝播できる．

[8.88]から，ζ 方向に磁場がかかっている時の感受率テンソルは，

χ =
ωp

2

ω



ω + iγ

ωc
2 − (ω + iγ)2

iωc

ωc
2 − (ω + iγ)2

0

−iωc

ωc
2 − (ω + iγ)2

ω + iγ

ωc
2 − (ω + iγ)2

0

0 0
−1

ω + iγ


[8.259]

である．プラズマなので ω0 = 0である．散逸 γ を無視すれば，

χ =
ωp

2

ω



ω

ωc
2 − ω2

iωc

ωc
2 − ω2

0

−iωc

ωc
2 − ω2

ω

ωc
2 − ω2

0

0 0 − 1

ω


[8.260]

ζ 正の向きに進む円偏光の電場は，

Eξ = iEη, Eζ = 0 (Right) [8.261]
Eη = iEξ, Eζ = 0 (Left) [8.262]

である．背景媒質 εb でのポラリトンに対する拡張誘電関数は

D = εbE + P

= εbE + ε0χE

= εE [8.263]

このように決定される．ここで，一般に χと εは 2階のテンソルであるが，これを 0階のテンソルに直すこ
とを考える．右周りの円偏光に対しては，

 Dξ

Dη

Dζ

 = εb

 iEη

Eη

0

+
ε0ωp

2

ω



ω

ωc
2 − ω2

iωc

ωc
2 − ω2

0

−iωc

ωc
2 − ω2

ω

ωc
2 − ω2

0

0 0 − 1

ω


 iEη

Eη

0



=

[
εb +

ε0ωp
2

ω(ωc − ω)

] iEη

Eη

0

 [8.264]

よって，右回りの円偏光に対する誘電率は

εR = εb +
ε0ωp

2

ω(ωc − ω)
[8.265]
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で与えられる．同様に，左回りの円偏光に対する誘電率は

εL = εb − ε0ωp
2

ω(ωc + ω)
[8.266]

で与えられる．ωc =
qB

m
はプラズマの荷電粒子と同じ符号を持つ．よって，荷電粒子が正孔などの場合は εR，

自由電子などの場合は εL が極を持つ．|ωc|と ω が一致するということは，サイクロトロン運動する荷電粒子
と電磁波が共鳴するということである．これをサイクロトロン共鳴と言う．ところで，(8.265)と (8.266)に
おいて ω が十分小さいときは，

εR =
ε0ωp

2

ωωc
[8.267]

εL = −ε0ωp
2

ωωc
[8.268]

と近似される．荷電粒子が正孔などの場合は εR > 0となり右回りの偏光のみが伝播する．一方で自由電子な
どの場合は εL > 0となり左回りの偏光のみが伝播する．
表皮効果で調べたように，プラズマ角振動数 ωp より角振動数 ω が小さい電磁波はプラズマの中では減衰し

てしまう．だが，磁場が存在するとプラズマ振動数よりも低い振動数の電磁波も伝わることができる．この波
は電磁波とサイクロトロン運動の混成波で，ヘリコン波と言う．ヘリコン波の分散は，ヘリコン波の角振動数
を ωH とすると，

εµ0 =
k2

ωH2
[8.269]

に (8.267)，(8.268)を代入して，

ωH =
|ωc|

ε0µ0ωp
2
k2 =

H

n|q|
k2 [8.270]

で与えられる．ただし，H は磁場の大きさである．
これと同じことが地球表面で起きており，電離層中を地磁気に沿って伝搬する電磁波をホイスラー波と呼

ぶ．南半球で発生した雷の信号が地磁気の磁力線に沿ってホイッスル状の雑音として北半球まで伝わることか
らこの名前がついている．

■表面ポラリトン 散逸を γ を無視した横波において，その分散は，

k2 = µ0ε0

(
εb

ε0
+

ωp
2

ω0
2 − ω2

)
ω2 [8.271]

で表される．これが横波として減衰せずに存在するためには，両辺正であることが必要である．複素電磁方程
式で導入した複素波数ベクトル [8.126]において，虚部が正であれば減衰が起こるのであった．よって，(8.271)
において比誘電率 ε̃が，

ε̃ =
εb

ε0
+

ωp
2

ω0
2 − ω2

< 0 [8.272]

であれば横波はすぐに消衰し，表面のみに存在できることが分かる．
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図 8.13 電磁波は TM波（磁場が入射面に平行な波；p偏光）とする

ここで，図のように誘電率 ε1 の物質から誘電率 ε2 の物質に入射する電磁波を考える．電磁波の屈折や透
過，反射において反射面に平行な波数は変化しないので，それを kt とおいた．両方の物質内で，電荷が存在
しないとすると divD = 0なので，

ktE1t + k1xE1x = 0 [8.273]
ktE2t + k2xE2x = 0 [8.274]

となる．さらに，境界において，電場の面に接する向きの成分は連続であり，電束密度の法線方向は連続であ
るので，

E1t = E2t = Et [8.275]
ε1E1x = ε2E2x [8.276]

となる．(8.273)，(8.274)，(8.275)，(8.276)から，

ε2k1x = ε1k2x [8.277]

となる．両物質で透磁率がともに µ0 であるとすると，電磁波の屈折や透過，反射において ω は変化しないこ
とから，

ω2

k1t
2 + k1x

2 =
ω2

k1
2 = c1

2 =
1

µ0ε1
=

1

µ0ε0

ε0
ε1

= c2
ε0
ε1

=
ω2

k2
ε0
ε1

などの計算をして，

k1t
2 + k1x

2 =
ε1
ε0
k2 [8.278]

k2t
2 + k2x

2 =
ε2
ε0
k2 [8.279]

となる．ただし，k は真空中での波数である．(8.277)，(8.278)，(8.279)から，

k1x
2 =

ε1
2

ε0(ε1 + ε2)
k2 [8.280]
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k2x
2 =

ε2
2

ε0(ε1 + ε2)
k2 [8.281]

kt
2 =

ε1ε2
ε0(ε1 + ε2)

k2 [8.282]

[8.283]

となる．ここで，kt が実数の下で ε1 の物質と ε2 の物質の中で電磁波が共に消衰波となるのは，

k1x
2 < 0 かつ k2x

2 < 0 [8.284]

の時である．(8.280)，(8.281)から，これは

ε1ε2 < 0　 かつ ε1 + ε2 < 0 [8.285]

に対応する．この時，波は両側で消衰波となり，表面にのみ局在できる．
ε2 を拡張振動子モデルで散逸を無視したものとすると，ε1 が真空で，ε2 の散逸 γ が十分小さいときは，

(8.282)から，

kt =
ω

c

√(
εb

ε0
+

ωp
2

ω0
2 − ω2

)(
1 +

εb

ε0
+

ωp
2

ω0
2 − ω2

)−1

[8.286]

となる．ただし，(8.285)から，

ε̃2 =
εb

ε0
+

ωp
2

ω0
2 − ω2

< −1 [8.287]

である．これを変形すると，ω の存在範囲は，

ω0 + 0 < ω <

√
ω0

2 +
ε0

ε0 + εb
ωp

2 = ωs [8.288]

となる．この ωs を表面プラズマ角振動数と呼ぶ．以上から，表面波の分散は，本文図 8-21のようになる．
このような表面波を表面波ポラリトンと呼ぶ．これは，分極電荷の振動と電磁波の混成である．表面波ポラ

リトンは，波数 kt で表面に沿って伝播する．誘電体表面には，面密度 σP = Pn(r)の分極電荷が分布してい
ると考えることができるのであった．よって，分極電荷の振幅は，

σP = −P2x

= −D2x − ε0E2x

= −(ε2 − ε0)E2x

= −i(ε2 − ε0)
kt

|k2x|
Et [8.289]

となる．x軸の向きは誘電体の内側に向かっている．ε2 < 0より，Et の位相は σP の位相より
π

2
遅れている

ことが分かる．
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