
相対論的量子力学（川村）

使用しているのは第１版第１刷．
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第 1章

Dirac方程式の導出

小さい一様磁場B に対し (∇+ ie/2h̄(B ×x))2 = ∇2 + ie/h̄(B ×x) ·∇．（∇(B ×x) = 0，B2 は無視）
なので，結局∇2 + ie/h̄B · (x×∇)で角運動量が出てくる．
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第 2章

Dirac方程式の Lorentz共変性

S−1(Λ)σµνS(Λ) = Λα
µΛ

β
νσ

µν の証明：(2.16)と (2.23)から従う．
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第 3章

γ 行列に関する基本定理，カイラル表示

■Γi の性質 (1)〜(5) 電子のスピンに関する Pauli行列は次の式で与えられる：

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

さらに，γ 行列
γ0 =

(
I 0
0 −I

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
と Γ̃行列

Γ̃1 = I, Γ̃2 = γ0,

Γ̃3 = iγ1, Γ̃4 = iγ2, Γ̃5 = iγ3,

Γ̃6 = −γ0γ1, Γ̃7 = −γ0γ2, Γ̃8 = −γ0γ3,

Γ̃9 = iγ1γ2, Γ̃10 = iγ2γ3, Γ̃11 = iγ3γ1,

Γ̃12 = iγ0γ1γ2γ3, Γ̃13 = γ1γ2γ3,

Γ̃14 = −iγ0γ2γ3, Γ̃15 = −iγ0γ1γ3, Γ̃16 = −iγ0γ1γ2,

を考える．Γ̃行列について次のような性質が成り立つ：

1. 全ての nに対し (Γ̃n)
2 = I．

2. 全ての n,m に対し Γ̃nΓ̃m = ξnmΓ̃l となる l = Lnm が存在し，ξnm ∈ {±1,±i}．n 6= m ならば
Lnm 6= 1．さらに，Lnm の各行には 1, . . . 16が１回ずつ出現する．

3. Γ̃nΓ̃m = ±Γ̃mΓ̃n．
4. n 6= 1に対して Γ̃nΓ̃m = −Γ̃mΓ̃n となるmが存在する．
5. n 6= 1に対して Tr(Γ̃n) = 0．
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pythonでコード*1を書いて確かめる．まず，ξ は

ξ =



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 −i −i −i +i +i +i −1 −1 1 +i −i −1 1 −1
1 +i 1 +i −i −i −1 −1 −i −1 +i −i −1 +i −1 −1
1 +i −i 1 +i 1 −i −1 +i −i −1 +i −1 −1 −i 1
1 +i +i −i 1 1 1 −i −1 +i −i −i −1 1 1 +i
1 −i +i 1 1 1 +i −i −i −1 +i −1 +i −i 1 1
1 −i −1 +i 1 −i 1 +i +i −i −1 −1 −i 1 +i −1
1 −i −1 −1 +i +i −i 1 −1 +i −i −1 +i −1 −1 −i
1 −1 +i −i −1 +i −i −1 1 +i −i −1 −1 −i +i −1
1 −1 −1 +i −i −1 +i −i −i 1 +i −1 −1 −1 −i +i
1 1 −i −1 +i −i −1 +i +i −i 1 −1 −1 −i 1 +i
1 −i +i −i +i −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 +i −i +i −i
1 +i −1 −1 −1 −i +i −i −1 −1 −1 −i 1 +i −i +i
1 −1 −i −1 1 +i 1 −1 +i −1 +i +i −i 1 −i −i
1 1 −1 +i 1 1 −i −1 −i +i 1 −i +i +i 1 −i
1 −1 −1 1 −i 1 −1 +i −1 −i −i +i −i +i +i 1


となる．Lは

L =



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
2 1 6 7 8 3 4 5 16 14 15 13 12 10 11 9
3 6 1 9 11 2 16 15 4 13 5 14 10 12 8 7
4 7 9 1 10 16 2 14 3 5 13 15 11 8 12 6
5 8 11 10 1 15 14 2 13 4 3 16 9 7 6 12
6 3 2 16 15 1 9 11 7 12 8 10 14 13 5 4
7 4 16 2 14 9 1 10 6 8 12 11 15 5 13 3
8 5 15 14 2 11 10 1 12 7 6 9 16 4 3 13
9 16 4 3 13 7 6 12 1 11 10 8 5 15 14 2
10 14 13 5 4 12 8 7 11 1 9 6 3 2 16 15
11 15 5 13 3 8 12 6 10 9 1 7 4 16 2 14
12 13 14 15 16 10 11 9 8 6 7 1 2 3 4 5
13 12 10 11 9 14 15 16 5 3 4 2 1 6 7 8
14 10 12 8 7 13 5 4 15 2 16 3 6 1 9 11
15 11 8 12 6 5 13 3 14 16 2 4 7 9 1 10
16 9 7 6 12 4 3 13 2 15 14 5 8 11 10 1



*1 https://github.com/Hogemura/python_calc/blob/master/gamma.py
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となる．可換・反可換性については

+ + + + + + + + + + + + + + + +
+ + − − − − − − + + + − − + + +
+ − + − − − + + − + − − + − + +
+ − − + − + − + − − + − + + − +
+ − − − + + + − + − − − + + + −
+ − − + + + − − − + − + − − + +
+ − + − + − + − − − + + − + − +
+ − + + − − − + + − − + − + + −
+ + − − + − − + + − − + + − − +
+ + + − − + − − − + − + + + − −
+ + − + − − + − − − + + + − + −
+ − − − − + + + + + + + − − − −
+ − + + + − − − + + + − + − − −
+ + − + + − + + − + − − − + − −
+ + + − + + − + − − + − − − + −
+ + + + − + + − + − − − − − − +


となる．
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第 4章

Dirac方程式の解

■(4.17) 慣性系 Iでの４元運動量は εspµ になってる，として計算すればいい（エネルギーも運動量も負）．
γ0S(Λ)†γ0 = S−1(Λ) (2.45)．

■(4.70) (4.6)(4.11)（uと w(p)の対応は (4.28)）から分かる．

■(4.73) (4.70) と同様．ψ = S(Λ)ws(0) exp(−iεspµxµ/h̄)．入射粒子の運動量は p = (0, 0, h̄k) なので
(4.11) から定まる S(Λ) の (1, 2) 成分は ch̄kσ3/(E +mc2)．ws(0) については今回は正エネルギーの粒子を
考えているので (4.73)では w1(0)．(4.74)では反射なので p = (0, 0,−h̄k)．第１項はスピン正なので w1(0)，
第２項はスピン負なので w2(0)．

■(4.81) 確率流れは p.29 の最後らへんから jµ = cψ̄γµψ = cψ†γ0γµψ = cψ†γ0γ0αµψ = cψ†αµψ．
br = bt = 0なんで結局作用するのは α3 だけ．
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第 5章

Dirac方程式の非相対論的極限

■(5.10) (1.10)使えば (
0 σipi

−σipi 0

)2

= −|p|2I

なので

U =

∞∑
n=0

1

n!
(βα · pθ)n =

∞∑
n=0

1

n!

(
0 σipi

−σipi 0

)n

θn

= I

[
1− (|p|θ)2

2!
+

(|p|θ)4

4!
− · · ·

]
+

(
0 σipi

|p|

−σipi

|p| 0

)[
(|p|θ)
1!

− (|p|θ)3

3!
+

(|p|θ)5

5!
− · · ·

]
= cos(|p|θ) + βα · p

|p|
sin(|p|θ).

■(5.11) cosの方は
cos(|p|θ)(cα · p+ βmc2) = (cα · p+ βmc2) cos(|p|θ).

sinは β(α · p) = −(α · p)β 使って

βα · p
|p|

sin(|p|θ)(cα · p+ βmc2) = −(cα · p+ βmc2)
βα · p
|p|

sin(|p|θ)

なので (5.11)で eiSH = −HeiS になる．
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第 6章

水素原子

■(6.11) 要はスピン角運動量と起動角運動量の合成．正確に書くと C × (1, 0) ⊗ Yl,m−1/2 + D × (0, 1) ⊗
Yl,m+1/2．C,D は Clebsh - Gordonの表で求まる．JJSakurai(3.8.64)とか．

■(6.32) −1/2乗を３次まで展開．

■(6.42) 合流型超幾何函数が 1なので積分とっても楽．

■(6.46) ∂1∂2r
−1 みたいな項が無くなるのは，1sを考えてるから．つまり，波動関数が完全球対称なので，

xy/r5 をかけて（まず xで）積分したら 0になる．

6.1の計算詳細
原子番号 Z の原子内に存在する電子の Dirac方程式は(

−ih̄cα ·∇+ βmec
2 − k0

Ze2

r

)
ψ = Eψ [6.1]

で与えられる．全角運動量の２乗 J2，Jz，軌道角運動量の２乗 L2 の固有関数は，j = l ± 1/2に対応して

ϕ
(+)
jm =

√ j+m
2j Yj− 1

2 ,m− 1
2√

j−m
2j Yj− 1

2 ,m− 1
2

 , ϕ
(−)
jm =

 √
j−m+1
2j+2 Yj+ 1

2 ,m− 1
2

−
√

j+m+1
2j+2 Yj+ 1

2 ,m+ 1
2

 [6.2]

で与えられ，
ϕ
(+)
jm = σ · r̂ϕ(−)

jm , r̂ =
r

r

が成立する．球面調和関数 Ylm のパリティは (−1)l なので，これらの関数のパリティはそれぞれ (−1)j−1/2

と (−1)j+1/2 で与えられる．1, 2成分と 3, 4成分が異なるパリティを持つスピノルは次の様に構成できる：

ψ
j− 1

2
jm =

 iGj−1/2,j(r)

r
ϕ
(+)
jm

Fj−1/2,j(r)

r
ϕ
(−)
jm

 , ψ
j+ 1

2
jm =

 iGj+1/2,j(r)

r
ϕ
(−)
jm

Fj+1/2,j(r)

r
ϕ
(+)
jm

 . [6.3]

l = j ∓ 1/2に対し，ϕ(l)
jm は j = l + 1/2である ϕ

(+)
jm，j = l − 1/2である ϕ

(−)
jm を表す様に約束すれば

ψ
(l)
jm =

 iGlj(r)

r
ϕ
(l)
jm

Flj(r)

r
(σ · r̂)ϕ(l)

jm

 . [6.4]
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(σ · a)(σ · b) = (a · b)I + iσ · (a× b)を使えば，

(σ · p)f(r)ϕ(l)
jm = (σ · r̂)(σ · r̂)(σ · p)f(r)ϕ(l)

jm

=
σ · r̂
r

(r · p+ iσ ·L)f(r)ϕ
(l)
jm

= −ih̄σ · r̂
r

[
r
df(r)

dr
+

{
1∓

(
j +

1

2

)}
f(r)

]
ϕ
(l)
jm

(σ · p)(σ · r̂)f(r)ϕ(l)
jm =

1

r
(r · p− iσ ·L)f(r)ϕ

(l)
jm

= ih̄
1

r

[
r
df(r)

dr
+

{
1±

(
j +

1

2

)}
f(r)

]
ϕ
(l)
jm

となるので，[6.4]を [6.1]に代入して(
E

h̄c
− mec

h̄
+
Zα

r

)
Glj(r) = −dFlj(r)

dr
∓
(
j +

1

2

)
Flj(r)

r
[6.5](

E

h̄c
+
mec

h̄
+
Zα

r

)
Flj(r) =

dGlj(r)

dr
∓
(
j +

1

2

)
Glj(r)

r
. [6.6]

ここで，

λ̃ =

√(mec

h̄

)2
−
(
E

ch̄

)2

, ρ = 2λ̃r [6.7]

G(r) =

√
1 +

E

mec2
e−ρ/2(F1(ρ) + F2(ρ)) [6.8]

F (r) =

√
1− E

mec2
e−ρ/2(F1(ρ)− F2(ρ)) [6.9]

によって F1(ρ)と F2(ρ)を定義する．添字 l, j は省略する．[6.5]に [6.8][6.9]を代入して(
E

h̄c
− mec

h̄
+

2λ̃Zα

ρ

)√
mec2 + E

mec2 − E
e−ρ/2(F1 + F2)

= −2λ̃
d

dρ

[
e−ρ/2(F1 − F2)

]
∓
(
j +

1

2

)
2λ̃

ρ
e−ρ/2(F1 − F2)

= −2λ̃

[
−1

2
e−ρ/2(F1 − F2) + e−ρ/2

(
dF1

dρ
− dF2

dρ

)]
∓
(
j +

1

2

)
2λ̃

ρ
e−ρ/2(F1 − F2)

となるので，(
E

h̄c
− mec

h̄
+

2λ̃Zα

ρ

)√
mec2 + E

mec2 − E
(F1 +F2) = λ̃(F1 −F2)− 2λ̃

(
dF1

dρ
− dF2

dρ

)
∓
(
j +

1

2

)
2λ̃

ρ
(F1 −F2).

これに √
mec2 + E

mec2 − E
=

λ̃

mec/h̄− E/h̄c

を代入して

−ρF1 +
Zαλ̃

mec/h̄− E/h̄c
(F1 + F2) = −ρ

(
dF1

dρ
− dF2

dρ

)
∓
(
j +

1

2

)
(F1 − F2). [6.10]
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同様に，[6.6]に [6.8][6.9]を代入して，(
E

h̄c
+
mec

h̄
+

2λ̃Zα

ρ

)√
mec2 − E

mec2 + E
e−ρ/2(F1−F2) = 2λ̃

d

dρ

[
e−ρ/2(F1 + F2)

]
∓
(
j +

1

2

)
2λ̃

ρ
e−ρ/2(F1+F2)

となるので，

λ̃(F1−F2)+
2λ̃Zα

ρ

λ̃

mec/h̄− E/h̄c
(F1−F2) = −λ̃(F1+F2)+2λ̃+2λ̃

(
dF1

dρ
+
dF2

dρ

)
∓
(
j +

1

2

)
(F1+F2)

となり，

ρF1 +
Zαλ̃

mec/h̄+ E/h̄c
(F1 − F2) = ρ

(
dF1

dρ
+
dF2

dρ

)
∓
(
j +

1

2

)
(F1 + F2). [6.11]

[6.10][6.11]を両辺足し引きして

ρ
dF1

dρ
=

(
ρ− E

h̄c

Zα

λ̃

)
F1 +

[
−mec

h̄

Zα

λ̃
±
(
j +

1

2

)]
F2 [6.12]

ρ
dF2

dρ
=

[
mec

h̄

Zα

λ̃
±
(
j +

1

2

)]
F1 +

E

h̄c

Zα

λ̃
F2 [6.13]

[6.12]を両辺微分して

dF1

dρ
+ ρ

d2F1

dρ2
= F1 +

(
ρ− E

h̄c

Zα

λ̃

)
dF1

dρ
+

[
−mec

h̄

Zα

λ̃
±
(
j +

1

2

)]
dF2

dρ

[6.13]を代入して

= F1 +

(
ρ− E

h̄c

Zα

λ̃

)
dF1

dρ
+

[
−mec

h̄

Zα

λ̃
±
(
j +

1

2

)][
mec

h̄

Zα

λ̃
±
(
j +

1

2

)]
F1

ρ

+

[
−mec

h̄

Zα

λ̃
±
(
j +

1

2

)]
E

h̄c

Zα

ρλ̃
F2

となり，[6.12]を代入すれば

= F1 +

(
ρ− E

h̄c

Zα

λ̃

)
dF1

dρ
+

[(
j +

1

2

)2

−
(
mec

h̄

Zα

λ̃

)2
]
F1

ρ
+
E

h̄c

Zα

ρλ̃

[
ρ
dF1

dρ
−
(
ρ− E

h̄c

Zα

λ̃

)
F1

]

= F1 −
E

h̄c

Zα

λ̃
F1 + ρ

dF1

dρ
+

[(
j +

1

2

)2

− (Zα)2

]
F1

ρ

となる．

γ =

√(
j +

1

2

)2

− (Zα)2 [6.14]

を導入すれば

ρ
d2F1

dρ2
+ (1− ρ)

dF1

dρ
+

(
Zα

ch̄λ̃
− 1− γ2

ρ

)
F1 = 0. [6.15]

[6.13]を微分して
dF2

dρ
+ ρ

d2F2

dρ2
=

[
mec

h̄

Zα

λ̃
±
(
j +

1

2

)]
dF1

dρ
+
E

h̄c

Zα

λ̃

dF2

dρ
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[6.12]を代入して

=

[
mec

h̄

Zα

λ̃
±
(
j +

1

2

)](
1− E

h̄c

Zα

ρλ̃

)
F1 +

[
mec

h̄

Zα

λ̃
±
(
j +

1

2

)][
−mec

h̄

Zα

λ̃
±
(
j +

1

2

)]
F2

ρ

+
E

h̄c

Zα

λ̃

dF2

dρ

[6.13]を代入すれば，

=

(
1− E

h̄c

Zα

ρλ̃

)[
ρ
dF2

dρ
− E

h̄c

Zα

λ̃
F2

]
+

[(
j +

1

2

)2

−
(
mec

h̄

Zα

λ̃

)2
]
F2

ρ
+
E

h̄c

Zα

λ̃

dF2

dρ

= ρ
dF2

dρ
− E

h̄c

Zα

λ̃
F2 +

[(
j +

1

2

)2

− (Zα)2

]
F2

ρ

となるので，

ρ
d2F2

dρ2
+ (1− ρ)

dF2

dρ
+

(
ZαE

ch̄λ̃
− γ2

ρ

)
F2 = 0. [6.16]

F1 = ργF̃1 とおいて，

dF̃1

dρ
= γργ−1F̃1 + ργ

dF̃1

dρ
,

d2F̃2

dρ2
= γ(γ − 1)ργ−2F̃1 + 2γργ−1 dF̃1

dρ
+ ργ

d2F̃1

dρ2

を [6.15]に代入すれば

γ(γ − 1)ργ−1F̃1 + 2γργ
dF̃1

dρ
+ ργ+1 d

2F̃1

dρ2
+ (1− ρ)

(
γργ−1F̃1 + ργ

dF̃1

dρ

)
+

(
ZαE

ch̄λ̃
− 1− γ2

ρ

)
ργ+1F̃1

となり

ρ
d2F̃1

dρ2
+ {(1 + 2γ)− ρ}dF̃1

dρ
−
(
γ + 1− ZαE

ch̄λ̃

)
F̃1.

この方程式の解は合流型超幾何函数で

F1 = AργF

(
γ + 1− ZαE

ch̄λ̃
, 2γ + 1; ρ

)
[6.17]

となる．F2 = ργF̃2 に [6.16]を代入すれば

ρ
d2F̃2

dρ2
+ {(1 + 2γ)− ρ}dF̃2

dρ
−
(
γ − ZαE

ch̄λ̃

)
F̃2.

となり

F2 = BργF

(
γ − ZαE

ch̄λ̃
, 2γ + 1; ρ

)
. [6.18]

合流型超幾何函数は
F (a, c; z) = 1 +

a

c
z + · · ·

となるので，[6.17][6.18]から

F1 = Aργ
[
1 +

(
γ + 1− ZαE

ch̄λ̃

)
ρ

2γ + 1
+ · · ·

]
, F2 = Bργ

[
1 +

(
γ − ZαE

ch̄λ̃

)
ρ

2γ + 1
+ · · ·

]
12



となる．これを [6.13]に代入して ργ の係数を比較すれば

Bγ =

[
mec

h̄

Zα

λ̃
±
(
j +

1

2

)]
A+

E

h̄c

Zα

λ̃
B ∴

A

B
=

γ − E
h̄c

Zα
λ̃

mec
h̄

Zα
λ̃

±
(
j + 1

2

) .
よって，

F1 =
γ − E

h̄c
Zα
λ̃

mec
h̄

ZαE
λ̃

±
(
j + 1

2

)ργF (γ + 1− ZαE

ch̄λ̃
, 2γ + 1; ρ

)
[6.19]

F2 = ργF

(
γ − ZαE

ch̄λ̃
, 2γ + 1; ρ

)
. [6.20]

となる（B = 1として，後から規格化する）．また，以下で

n =
ZαE

ch̄λ̃
− γ +

(
j +

1

2

)
[6.21]

を定義する．無限遠点で波動関数が 0になる必要がある（p.84に書いてある）ので

E = mec
2

1 + Z2α2{
n− j − 1

2 +
√
(j + 1

2 )
2 − Z2α2

}2


−1/2

. [6.22]

n = 1, j = 1/2,m = 1/2 の時．[6.14] から γ =
√
1− Z2α2，[6.7] から λ̃ = mecZα/h̄，[6.22] から

E = γmec
2．[6.19][6.20]から F1 = 0, F2 = ργF (0, 2γ + 1; ρ) = ργ．[6.8][6.9]から

Gl,1/2 =
√
1 + γe−ρ/2ργ , Fl,1/2 = −

√
1− γe−ρ/2ργ . [6.23]

[6.2][6.4] に代入すると 1, 2 成分に関しては j = l + 1/2 から l = 0，3, 4 成分に関しては j = l − 1/2 から
l = 1となることに注意して，

ψj=1/2,m=1/2 = N


iG0,1/2

r Y0,0
0

F1,1/2

r

√
1
3Y1,0

−F1,1/2

r

√
2
3Y1,1

 . [6.24]

規格化条件は ∫
r2 sin θ|ψ|2 drdθdφ = N2

∫
G2 + F 2 dr = 1

で，[6.23]を代入すれば，

N2(1 + γ)

2γ̃

∫ ∞

0

e−ρρ2γ dρ+
N2(1− γ)

2γ̃

∫ ∞

0

e−ρρ2γ dρ = 1

となり，ガンマ函数の定義
Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−t dt

から

N =

(
λ̃

Γ(2γ + 1)

)1/2

=

(
1

Γ(2γ + 1)

)1/2(
mecZα

h̄

)1/2

.
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[6.24]に代入して −iをかければ

ψj=1/2,m=1/2 = −i
(

1

Γ(2γ + 1)

)1/2(
mecZα

h̄

)1/2


iG0,1/2

r Y0,0
0

F1,1/2

r

√
1
3Y1,0

−F1,1/2

r

√
2
3Y1,1



=
1√
4π

(
2mecZα

h̄

)3/2(
γ + 1

2Γ(2γ + 1)

)1/2(
2mecZα

h̄
r

)γ−1

exp
(
−mecZα

h̄
r

)
1
0

i 1−γ
Zα cos θ

i 1−γ
Zα sin θeiφ

 .

n = 1, j = 1/2,m = −1/2のとき．N は共通で 3, 4成分の符号が逆なので

ψj=1/2,m=−1/2

=
1√
4π

(
2mecZα

h̄

)3/2(
γ + 1

2Γ(2γ + 1)

)1/2(
2mecZα

h̄
r

)γ−1

exp
(
−mecZα

h̄
r

)
0
1

i 1−γ
Zα sin θe−iφ

−i 1−γ
Zα cos θ

 .
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第 7章

空孔理論

■(7.14) γ0/p
∗ = γ0γµp∗µ = γ0γ0p∗0 +

∑3
i=1 γ

0γi∗p∗i = p∗0 −
∑3

i=1 γ
i∗p∗i γ

0．γi∗ が γi と符号逆なのは i = 2

だけ．/p
T γ0 = γ0p0γ

0 +
∑3

i=1 piγ
iT γ0．γiT が γi と符号逆になるのは i = 1, 3．以上から γ0/p

∗ = /p
T γ0．上

と同様にして γ0/s
∗ = /s

T γ0 なんで γ0(γ5/s)
∗ = γ0γ5/s

∗ = −γ5γ0/s∗ = −γ5/sT γ0．γµ のうち転置で符号変化す
るのは 1, 3で，C との交換で符号変化するのが 0, 2なので C/p

T = −/pC

■(7.28)

T/p
∗ = iγ1γ3(γ0p0 − γ1p1 + γ2p2 − γ3p3) = γ0p0iγ

1γ3 + γ1p1iγ
1γ3 + γ2p2iγ

1γ3 + γ3p3iγ
1γ3 = /p

′T.
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第 9章

伝播理論　 —相対論的電子 —

■(9.16) 射影演算子を
∑

r=1,2 w
rwr とするやつ：p.50の wの完全性と直交性から，wwを wで展開した波

動関数に作用させれば分かる
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第 11章

Coulomb散乱

11.2.2のはじめ「|J i| = |ψicγψi|...」：(4.56)と同じ話．確率流れは 2.2.3参照．

■(11.20)の証明 まず，

p · σ =

(
pz px − ipy

px + ipy −pz

)
.

r = 1なら

S(Λ)w1(0) =

√
E +mec2

2mec2


1
0
cpz

E+mec2
c(px+ipy)
E+mec2


及び

w1(0)S−1(Λ) =

√
E +mec2

2mec2

(
1, 0,− cpz

E +mec2
,−c(px − ipy)

E +mec2

)
.

r = 2なら

S(Λ)w2(0) =

√
E +mec2

2mec2

 0
1

c(px−ipy)
E+mec2

− cpz

E+mec2


及び

w2(0)S−1(Λ) =

√
E +mec2

2mec2

(
0, 1,−c(px + ipy)

E +mec2
,

cpz
E +mec2

)
.

∑
r=1,2(S(Λ)w

r(0))β(w
r(0)S−1(Λ))γ を (β, γ)成分とする行列は

E+mec
2

2mec2
0 − pz

2mec
−px−ipy

2mec

0 E+mec
2

2mec2
−px+ipy

2mec
− pz

2mec
pz

2mec
px−ipy

2mec
− p2

2m
1

E+mec2
0

px+ipy

2mec
pz

2mec
0 − p2

2m
1

E+mec2


となる．

/p = γµpµ =
E

c

(
I

I

)
−
(
p · σ

p · σ

)
なので，

/p+mec

2mec
=

(
mec

2+E
2mec2

I − p·σ
2mec

p·σ
2mec

mec
2−E

2mec2
I

)
.
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２つの行列は実際に等しくなる．

■(11.32) (7.6)と (7.10)．

■(11.36) Griffiths の p.250 参照．より一般には，[u(a)Γ1u(b)][u(d)Γ2u(b)]
∗ = [u(a)Γ1u(b)][u(d)Γ2u(c)]

となる．
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第 12章

Compton散乱

■(12.6)

Eµ = −∂Aµ

∂t

=
h̄εµ√
2EV ε0

(
− i

h̄
Ee−iqx/h̄ +

i

h̄
Eeiqx/h̄

)
=

√
2E

V ε0
εµ sin(qx/h̄)

なので，
ε0
2
E2 =

E

V
ε2 sin2(qx/h̄) =

E

V
sin2(qx/h̄).

B = ∂iAjekεijk なので，

B2

2µ0
=

1

2µ0

∑
ijk

εijk∂iAjek

 ·

(∑
lmn

εlmn∂lAmen

)

=
1

2µ0

∑
ijklmn

εijkεlmn∂iAj∂lAmδkn

=
1

2µ0

∑
ijklm

εijkεlmn∂iAj∂lAm

=
1

2µ0

∑
ijlm

(δilδjm − δimδjl)∂iAj∂lAm

=
1

2µ0

∑
ij

∂iAj(∂iAj − ∂jAi)

=
2

µ0

∑
ij

h̄εj√
2EV ε0

qi
h̄

sin(qx/h̄)
[

h̄εj√
2EV ε0

qi
h̄

sin(qx/h̄)− h̄εi√
2EV ε0

qj
h̄

sin(qx/h̄)
]

=
1

EV ε0µ0
sin2(qx/h̄)

∑
ij

(εjεjqiqi − εiεjqiqj)

=
1

EV ε0µ0
sin2(qx/h̄)

∑
ij

(εjεjqiqi − εiεjqiqj)

=
c2

EV
sin2(qx/h̄)

∑
ij

(εjεjqiqi − εiεjqiqj).
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ここで，
∑

j ε
jεj = 1，qµεµ = q1ε

1 + · · · = 0，0 = qµqµ = q0q0 − q1q2 − · · · なので，

=
c2

EV
sin2(qx/h̄)

3∑
i=0

qi
2 =

c2

EV
sin2(qx/h̄)q0

2

=
c2

EV
sin2(qx/h̄)(

E

c
)2 =

E

V
sin2(qx/h̄).

■(12.13) ∫ ∞

0

dpf0 δ(pf
2 −me

2c2) =

∫ ∞

0

dpf0 δ(pf0
2 − |pf |2 −me

2c2)

=

∫ ∞

0

dpf0 δ

(
pf0

2 − Ef
2

c2

)
=

c

2Ef
.

■(12.21) (11.19)の計算と同様に (11.20)(11.21)(11.36)を使う．

■(12.30) まずは３行目第１項の計算から．qε = 0なので，

Tr[(/pi +mec)/ε
′
/ε/q(/pi +mec)/q

′/ε
′
/ε] = −Tr[(/pi +mec)/ε

′
/q/ε(/pi +mec)/q

′/ε
′
/ε].

(H.29)を使って，

= −2(ε′q)Tr[(/pi +mec)/ε(/pi +mec)/q
′/ε

′
/ε] + Tr[(/pi +mec)/q/ε

′
/ε(/pi +mec)/q

′/ε
′
/ε]

= −2(ε′q)Tr[(/pi +mec)(−/pi +mec)/ε/q
′/ε

′
/ε] + Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/ε

′
/ε/q

′/ε
′
/ε].

(/pi +mec)(−/pi +mec) = −(pi)
2 + (mec)

2 = 0なので，

= 2(εq′)Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/ε
′
/ε
′
/ε]− Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/ε

′
/q
′/ε/ε

′
/ε]

= −2(εq′)Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/ε]

− 2(ε′q′)Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/ε/ε
′
/ε] + Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/q

′/ε
′
/ε/ε

′
/ε].

ε′q′ = 0なので，

= −2(εq′)Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/ε] + Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/q
′/ε

′
/ε/ε

′
/ε]

= −2(εq′)Tr[(/pi +mec)/q/ε(/pi −mec)] + Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/q
′/ε

′
/ε/ε

′
/ε].

p.160定理１を使えば，

= −2(εq′)Tr[/pi/q/ε/pi] + 2(εq′)(mec)
2 Tr[/q/ε] + Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/q

′/ε
′
/ε/ε

′
/ε]

= −2(εq′)Tr[/q/ε/pi/pi] + 2(εq′)(mec)
2 Tr[/q/ε] + Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/q

′/ε
′
/ε/ε

′
/ε]

= −2(εq′)(mec)
2 Tr[/q/ε] + 2(εq′)(mec)

2 Tr[/q/ε] + Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/q
′/ε

′
/ε/ε

′
/ε]

= Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/q
′/ε

′
/ε/ε

′
/ε].

次に３行目第２項の計算．

Tr[/q/ε′/ε/q(/pi +mec)/q
′/ε

′
/ε]

= 2(ε′q)Tr[/ε/q(/pi +mec)/q
′/ε

′
/ε]− Tr[/ε′/q/ε/q(/pi +mec)/q

′/ε
′
/ε]

= 2(ε′q)Tr[/q(/pi +mec)/q
′/ε

′
/ε/ε]
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− 2(εε′)Tr[/ε′/q/ε/q(/pi +mec)/q
′]

+ Tr[/ε′/q/ε/q(/pi +mec)/q
′/ε/ε

′]

= −2(ε′q)Tr[/q(/pi +mec)/q
′/ε

′]

− 4(εε′)(εq)Tr[/ε′/q(/pi +mec)/q
′] + 2(εε′)Tr[/ε′/ε/q/q(/pi +mec)/q

′]

+ Tr[/q/ε/q(/pi +mec)/q
′/ε/ε

′
/ε
′].

/q/q = 0，εq = 0なので，

= −2(ε′q)Tr[/q(/pi +mec)/q
′/ε

′]− Tr[/q/ε/q(/pi +mec)/q
′/ε]

= −2(ε′q)Tr[/q(/pi +mec)/q
′/ε

′]

− 2(εq)Tr[/q(/pi +mec)/q
′/ε] + Tr[/q/q/ε(/pi +mec)/q

′/ε]

= −2(ε′q)Tr[/q(/pi +mec)/q
′/ε

′]

= −2(ε′q)Tr[/q/pi/q
′/ε

′]− 2mec(ε
′q)Tr[/q/q′/ε′]

= −2(ε′q)Tr[/q/pi/q
′/ε

′].

第３項についても同様に，

Tr[/q′/ε′/ε/q(/pi +mec)/q
′/ε

′
/ε]

= Tr[/ε′/ε/q(/pi +mec)/q
′/ε

′
/ε/q

′]

= 2(ε′q′)Tr[/ε′/ε/q(/pi +mec)/ε/q
′]− Tr[/ε′/ε/q(/pi +mec)/ε

′
/q
′/ε/q

′]

= −2(εq′)Tr[/ε′/ε/q(/pi +mec)/ε
′
/q
′] + Tr[/ε′/ε/q(/pi +mec)/ε

′
/q
′
/q
′/ε]

= −4(εq′)(ε′q′)Tr[/ε′/ε/q(/pi +mec)] + 2(εq′)Tr[/ε′/ε/q(/pi +mec)/q
′/ε

′]

= 2(εq′)Tr[/ε/q(/pi +mec)/q
′/ε

′
/ε
′]

= −2(εq′)Tr[/ε/q(/pi +mec)/q
′]

= −2(εq′)Tr[/ε/q/pi/q
′].

以上から，

Tr[(/pf +mec)/ε
′
/ε/q(/pi +mec)/q

′/ε
′
/ε]

= Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/q
′/ε

′
/ε/ε

′
/ε]− 2(ε′q)Tr[/q/pi/q

′/ε
′] + 2(εq′)Tr[/ε/q/pi/q

′]

= 2(εε′)Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/q
′/ε

′
/ε]− Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/q

′/ε
′
/ε
′
/ε/ε]

− 2(ε′q) [4(qpi)(q
′ε′) + 4(qε′)(piq

′)− 4(qq′)(piε
′)]

+ 2(εq′) [4(εq)(piq
′) + 4(εq′)(qpi)− 4(εpi)(qq

′)]

= 2(εε′)Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/q
′/ε

′
/ε]− Tr[(/pi +mec)/q(/pi +mec)/q

′]

− 8(ε′q)2(piq
′) + 8(εq′)2(piq)

= 2(εε′)Tr[/pi/q/pi/q
′/ε

′
/ε] + 2(εε′)(mec)

2 Tr[/q/q′/ε′/ε]
− Tr[/pi/q/pi/q

′]− (mec)
2 Tr[/q/q′]

− 8(ε′q)2(piq
′) + 8(εq′)2(piq)

= 2(εε′)Tr[/pi/q/pi/q
′/ε

′
/ε]

+ 2(εε′)(mec)
2[4(qq′)(εε′) + 4(qε)(q′ε′)− 4(qε′)(q′ε)]

− 4[2(piq)(piq
′)− (pi)

2(qq′)]− (mec)
24(qq′)

− 8(ε′q)2(piq
′) + 8(εq′)2(piq)
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= 2(εε′)Tr[/pi/q/pi/q
′/ε

′
/ε]

+ 8(mec)
2(εε′)2(qq′)− 8(mec)

2(εε′)(qε′)(q′ε)

− 8(piq)(piq
′)− 8(ε′q)2(piq

′) + 8(εq′)2(piq)

= 2(εε′)4[(εε′)(piq)(piq
′)− (mec)

2(qq′)(εε′) + (mec)
2(qε′)(q′ε) + (εε′)(piq

′)(piq)]

+ 8(mec)
2(εε′)2(qq′)− 8(mec)

2(εε′)(qε′)(q′ε)

− 8(piq)(piq
′)− 8(ε′q)2(piq

′) + 8(εq′)2(piq)

= 8(piq)(piq
′)[2(εε′)2 − 1]− 8(ε′q)2(piq

′) + 8(εq′)2(piq).

電子・陽電子の対消滅の詳しい計算
対消滅過程の S行列要素は (12.1)と同様に

Sfi = −i
( e
h̄

)2 ∫
d4x

∫
d4y ψf (y)[ /A(y; q2)SF (y;x) /A(x; q1) + /A(y; q1)SF (y;x) /A(x; q2)]ψi(x). [12.1]

始状態は運動量 p− の電子：

ψi(x) =

√
mec2

E−V
u(p−, s−)e

− i
h̄p−x. [12.2]

終状態は運動量 p+ の陽電子：

ψf (y) =

√
mec2

E+V
v(p+, s+)e

− i
h̄p+x. [12.3]

光子の平面波は

Aµ(x; q1) =
h̄εµ1√
2E1V ε0

(e−
i
h̄ q1x + e

i
h̄ q1x), E1 = q01c,

Aµ(y; q2) =
h̄εµ2√
2E2V ε0

(e−
i
h̄ q2y + e

i
h̄ q2y), E2 = q02c.

[12.4]

Lorenzゲージを採用する：

(q1)
2 = (q2)

2 = 0, q1ε1 = q2ε2 = 0. [12.5]

Feynman伝播函数は

SF (x
′;x) =

∫
d4p

(2πh̄)4
e−

i
h̄p(x′−x) h̄

/p−mec
[12.6]
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で与えられる．これらを [12.1]に代入して，

Sfi = −i
( e
h̄

)2 h̄2
cε0

∫
d4x

∫
d4y

mec
2

V 2

1√
E−E+

1√
2q01q

0
2

× v(p+, s+)/ε2

∫
d4p

(2πh̄)4
h̄

/p−mec
e−

i
h̄p(y−x)/ε1u(p−, s−)

× e−
i
h̄p+y(e−

i
h̄ q2y + e

i
h̄ q2y)(e−

i
h̄ q1x + e

i
h̄ q1x)e−

i
h̄p−x

− i
( e
h̄

)2 h̄2
cε0

∫
d4x

∫
d4y

mec
2

V 2

1√
E−E+

1√
2q01q

0
2

× v(p+, s+)/ε1

∫
d4p

(2πh̄)4
h̄

/p−mec
e−

i
h̄p(y−x)/ε2u(p−, s−)

× e−
i
h̄p+y(e−

i
h̄ q1y + e

i
h̄ q1y)(e−

i
h̄ q2x + e

i
h̄ q2x)e−

i
h̄p−x.

[12.7]

運動量保存 p− + p+ = q1 + q2 を考慮して，(11.7)を使えば

Sfi =
( e
h̄

)2 h̄2
cε0

mec
2

V 2

1√
E+E−

1√
2q01q

0
2

(2πh̄)4δ4(−p+ + q2 − p− + q1)Mfi [12.8]

Mfi = v(p+, s+)

[
(−i/ε2)

ih̄

/p− − /q1 −mec
(−i/ε1) + (−i/ε1)

ih̄

/p− − /q2 −mec
(−i/ε2)

]
u(p−, s−) [12.9]

となる．散乱断面積は [12.8]から

dσ =
|Sfi|2

v+/V

V d3q1
(2πh̄)3

V d3q2
(2πh̄)3

1

T

=
e4me

2c5

(cε0)2(2πh̄)2E+E−v+
δ4(−p+ + q2 − p− + q1)|Mfi|2

d3q1
2q01

d3q2
2q02

[12.10]

となる（v+E+ = p+c
2）．

はじめに電子が静止している系とする：

p− = (mec, 0) [12.11]

とする．さらに，

ε1p− = ε2p− = 0, ε1 = (0, ε1), ε2 = (0, ε2), ε1 · q1 = ε2 · q2 = 0 [12.12]

とする．Dirac方程式から

(/p− +mec)/ε1u(p−, s−) = /ε1(/p− −mec)u(p−, s−) = 0 [12.13]
(/p− +mec)/ε2u(p−, s−) = /ε2(/p− −mec)u(p−, s−) = 0 [12.14]

なので，不変振幅 [12.9]は

Mfi = −ih̄v(p+, s+)
[
/ε2/q1/ε1
2q1p−

+
/ε1/q2/ε2
2q2p−

]
u(p−, s−) [12.15]
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[12.15]を [12.10]に代入して，

dσ =
1

4

∑
±s−,±s+

dσ

=
e4

(2πh̄)2
h̄2

(cε0)2
m2

ec
5

E−E+v+

1

4
δ4(−p+ + q2 − p− + q1)

×
∑

±s−,±s+

∣∣∣∣v(p+, s+) [/ε2/q1/ε12q1p−
+

/ε1/q2/ε2
2q2p−

]
u(p−, s−)

∣∣∣∣2 d3q12|q1|
d3q2
2|q2|

.

[12.16]

和の部分を計算する．Griffiths(7.99)から (11.20)(11.21)と同等の式∑
±s−

uβ(p−, s−)uγ(p−, s−) =

(
/p− +mec

2mec

)
βγ

[12.17]

∑
±s+

vδ(p+, s+)vα(p+, s+) =

(
/p+ −mec

2mec

)
δα

[12.18]

と (11.36)を使って，(11.19)と同様に計算すれば∑
αβγδ

∑
±s−,±s+

vα(p+, s+)Γαβuβ(p−, s−)uγ(p−, s−)Γγδvδ(p+, s+)

=
∑
αβγδ

(
/p+ −mec

2mec

)
δα

Γαβ

(
/p− +mec

2mec

)
βγ

Γγδ

= Tr
(
/p+ −mec

2mec
Γ
/p− +mec

2mec
Γ

)
.

[12.19]

(11.37)から

Γ =
/ε1/q1/ε2
2q1p−

+
/ε2/q2/ε1
2q2p−

[12.20]

なので，[12.16]は

dσ =
e4

(2πh̄)2
h̄2

(cε0)2
m2

ec
5

E−E+v+

1

4
Tr
[
/p+ −mec

2mec

(
/ε2/q1/ε1
2q1p−

+
/ε1/q2/ε2
2q2p−

)
/p− +mec

2mec

(
/ε1/q1/ε2
2q1p−

+
/ε2/q2/ε1
2q2p−

)]
× δ4(−p+ + q2 − p− + q1)

d3q1
2|q1|

d3q2
2|q2|

=
−e4

(2πh̄)2
h̄2

(cε0)2
m2

ec
5

E−E+v+

1

4
Tr
[−/p+ +mec

2mec

(
/ε2/ε1/q1
2q1p−

+
/ε1/ε2/q2
2q2p−

)
/p− +mec

2mec

(
/q1/ε1/ε2
2q1p−

+
/q2/ε2/ε1
2q2p−

)]
× δ4(−p+ + q2 − p− + q1)

d3q1
2|q1|

d3q2
2|q2|

.

[12.21]

これで (12.43)が導出できた．
[12.21]のトレースを計算する．(12.21)と見比べれば，

pi ↔ p− pf ↔ −p+ ε↔ ε1 ε′ ↔ ε2 q ↔ q1 q′ ↔ q2 [12.22]

の対応があることが分かる．まず，(12.28)と同等の式を計算する：

Tr[(−/p+ +mec)/ε2/ε1/q1(/p− +mec)/q1/ε1/ε2] = −8(q1p−)[(q1p+) + 2(q1ε2)(p+ε2)]

= −8(q1p−)[(q2p−) + 2(q1ε2)
2].

[12.23]
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次に (12.29)：

Tr[(−/p+ +mec)/ε1/ε2/q2(/p− +mec)/q2/ε2/ε1] = −8(q2p−)[(q2p+) + 2(q2ε1)(p+ε1)]

= −8(q2p−)[(q1p−) + 2(q2ε1)
2].

[12.24]

次に (12.30)：

Tr[(−/p+ +mec)/ε2/ε1/q1(/p− +mec)/q2/ε2/ε1]

= Tr[(/p− − /q1 − /q2 +mec)/ε2/ε1/q1(/p− +mec)/q2/ε2/ε1]

= Tr[(/p− +mec)/ε2/ε1/q1(/p− +mec)/q2/ε2/ε1]− Tr[(/q1 + /q2)/ε2/ε1/q1(/p− +mec)/q2/ε2/ε1]

= 8(p−q1)(p−q2)[2(ε1ε2)
2 − 1] + 8(ε2q1)

2(p−q2) + 8(ε1q2)
2(p−q1).

[12.25]

同様に，T4 に対応する部分はこれと等しい．よって，トレースは

Tr
[−/p+ +mec

2mec

(
/ε2/ε1/q1
2q1p−

+
/ε1/ε2/q2
2q2p−

)
/p− +mec

2mec

(
/q1/ε1/ε2
2q1p−

+
/q2/ε2/ε1
2q2p−

)]
=

1

4me
2c2

[
−8(q1p−)

4(q1p−)2
{(q2p−) + 2(q1ε2)

2}+ −8(q2p−)

4(q2p−)2
{(q1p−) + 2(q2ε1)

2}
]

+
1

4me
2c2

2

4(q1p−)(q2p−)
[8(p−q1)(p−q2){2(ε1ε2)2 − 1}+ 8(ε2q1)

2(p−q2) + 8(ε1q2)
2(p−q1)]

=
1

4me
2c2

[
−2

(q2p−)

(q1p−)
− 4

(q1ε2)
2

(q1p−)
− 2

(q1p−)

(q2p−)
− 4

(q2ε1)
2

(q2p−)
+ 4{2(ε1ε2)2 − 1}+ 4

(q1ε2)
2

(q1p−)
+ 4

(q2ε1)
2

(q2p−)

]
= − 1

2me
2c2

[
|q2|
|q1|

+
|q1|
|q2|

− 4(ε1ε2)
2 + 2

]
.

[12.26]

これを [12.21]に代入して，

dσ =
e4

(2πh̄)2
h̄2

(cε0)2
m2

ec
5

E−E+v+

1

4

1

2me
2c2

[
|q2|
|q1|

+
|q1|
|q2|

− 4(ε1ε2)
2 + 2

]
δ4(−p+ + q2 − p− + q1)

d3q1
2|q1|

d3q2
2|q2|

=
α2h̄2

2mec|p+|

[
|q2|
|q1|

+
|q1|
|q2|

− 4(ε1ε2)
2 + 2

]
δ4(−p+ + q2 − p− + q1)

d3q1
2|q1|

d3q2
2|q2|

.

[12.27]

[12.27]の積分を計算する．∫
δ4(−p+ + q2 − p− + q1)

d3q1
2|q1|

d3q2
2|q2|

=

∫
δ3(−p+ + q2 + q1)δ

(
−E+

c
+ |q2| −mec+ |q1|

)
d3q1
2|q1|

d3q2
2|q2|

=

∫
δ

(
−E+

c
+ |p+ − q1| −mec+ |q1|

)
d3q1

4|q1||p+ − q1|

=

∫
δ

(
−E+

c
+
√
|p+|2 + |q1|2 − 2|p+||q1| cos θ −mec+ |q1|

)
d3q1

4|q1||p+ − q1|

=

∫
δ

(
−E+

c
+
√
|p+|2 + |q1|2 − 2|p+||q1| cos θ −mec+ |q1|

)
|q1|

4|p+ − q1|
dΩq1

[12.28]
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なので，q2 = p+ − q1．デルタ函数の引数を f(|q1|)とする．E+
2 = c2|p+|2 +me

2c2 に注意して，f = 0と
なるのは，

|q1| =
(E+/c+mec)

2 − |p+|2

2(E+/c+mec− |p+| cos θ)

=
mec(mec

2 + E+)

(E+ +mec2 − c|p+| cos θ)
.

[12.29]

このとき，

|q2| = |p+ − q1|

=
E+

c
+mec− |q1|

=
E+ − c|p+| cos θ

mec2
|q1|

=
E+ − c|p+| cos θ

mec2
mec(mec

2 + E+)

(E+ +mec2 − c|p+| cos θ)
.

[12.30]

次に，δ(f(|q1|))を計算する．

f ′(|q1|) =
|q1| − |p+| cos θ + |p+ − q1|

|p+ − q1|

なので，
f ′
(

mec(mec
2 + E+)

(E+ +mec2 − c|p+| cos θ)

)
=
E+ +mec

2 − c|p+| cos θ
c|q2|

.

従って，

δ(f(|q1|)) =
c|q2|

E+ +mec2 − c|p+| cos θ
δ

(
|q1| −

mec(mec
2 + E+)

(E+ +mec2 − c|p+| cos θ)

)
[12.31]

これらを [12.28]に代入して，∫
δ4(−p+ + q2 − p− + q1)

d3q1
2|q1|

d3q2
2|q2|

=
1

4

mec
2(mec

2 + E+)

(mec2 + E+ − c|p+| cos θ)2
dΩq1 . [12.32]

[12.27]に代入して，

dσ

dΩq1

=
α2h̄2

2mec|p+|

[
|q2|
|q1|

+
|q1|
|q2|

− 4(ε1ε2)
2 + 2

]
1

4

mec
2(mec

2 + E+)

(mec2 + E+ − c|p+| cos θ)2

=
h̄2α2c(mec

2 + E+)

8|p+|(mec2 + E+ − c|p+| cos θ)2

[
|q2|
|q1|

+
|q1|
|q2|

− 4(ε1ε2)
2 + 2

]
=

h̄2α2c(mec
2 + E+)

8|p+|(mec2 + E+ − c|p+| cos θ)2

[
E+ − c|p+| cos θ

mec2
+

mec
2

E+ − c|p+| cos θ
− 4(ε1ε2)

2 + 2

]
.

[12.33]

|q1|，|q2|は [12.29][12.30]で与えられる．
最後に，全断面積を求める．(12.34)以降の手続きと同様にすれば良いが，いくつか注意点：

• ２つの光子の偏極について和を取る（Compton散乱の場合は始状態の光子は平均を取って，終状態は
和を取った），つまり (12.34), (12.35)は 2倍になる．
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• ε1 と ε2 のなす角 φは散乱角 θ と異なる．
• 出てくる光子は区別できないので，計算結果を 1/2する必要がある．

特に，２点目については，

sin2 φ =

(
|p+|
|q2|

)
sin2 θ

=

(
mec

2 + E+ − c|p+| cos θ
E+ − c|p+| cos θ

)2(
c|p+|

E+ +mec2

)2

sin2 θ

[12.34]

となる．まず，光子の偏極に関して平均を取れば，

dσ

dΩq1

=
h̄2α2c(mec

2 + E+)

2|p+|(mec2 + E+ − c|p+| cos θ)2

[
E+ − c|p+| cos θ

mec2
+

mec
2

E+ − c|p+| cos θ
− 4

1 + cos2 φ
4

+ 2

]
=

h̄2α2c(mec
2 + E+)

2|p+|(mec2 + E+ − c|p+| cos θ)2

[
E+ − c|p+| cos θ

mec2
+

mec
2

E+ − c|p+| cos θ
+ sin2 φ

]
.

[12.35]

従って，全断面積は，

σ =
1

2

∫
dσ

dΩq1

dΩq1 [12.36]

= π

∫ π

0

dσ

dΩq1

sin θ dθ [12.37]

= π

∫ 1

−1

dσ

dΩq1

dz [12.38]

=
πh̄2α2c(mec

2 + E+)

2|p+|
(R1 +R2 +R3 +R4) [12.39]

となる．ただし，

R1 =

∫ 1

−1

1

(mec2 + E+ − c|p+|z)2
E+ − c|p+|z

mec2
dz

=
1

mec2

∫ 1

−1

dz

mec2 + E+ − c|p+|z
−
∫ 1

−1

1

(mec2 + E+ − c|p+|z)2
dz,

R2 =

∫ 1

−1

1

(mec2 + E+ − c|p+|z)2
mec

2

E+ − c|p+|z
dz

= − 1

mec2

∫ 1

−1

dz

mec2 + E+ − c|p+|z
−
∫ 1

−1

1

(mec2 + E+ − c|p+|z)2
dz +

1

mec2

∫ 1

−1

dz

E+ − c|p+|z
,

R3 =

(
c|p+|

E+ +mec2

)2 ∫ 1

−1

dz

(E+ − c|p+|z)2

R4 =

(
c|p+|

E+ +mec2

)2 ∫ 1

−1

−z2 dz
(E+ − c|p+|z)2

=

(
c|p+|

E+ +mec2

)2 [∫ 1

−1

− dz

c2|p+|2
+

2E+

c2|p+|2

∫ 1

−1

dz

E+ − c|p+|z
− E+

2

c2|p+|2

∫ 1

−1

dz

(E+ − c|p+|z)2

]
= − 2

(E +mec2)2
+

2E+

(E+ +mec2)2

∫ 1

−1

dz

E+ − c|p+|z
−
(

E+

E+ +mec2

)2 ∫ 1

−1

dz

(E+ − c|p+|z)2
[12.40]
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と分けて計算する．以上から，

R1 +R2 +R3 +R4 = − 2

(E +mec2)2

+

[
2E+

(E+ +mec2)2
+

1

mec2

] ∫ 1

−1

dz

E+ − c|p+|z

+
c2|p+|2 − E+

2

(E+ +mec2)2

∫ 1

−1

dz

(E+ − c|p+|z)2

− 2

∫ 1

−1

dz

(mec2 + E+ − c|p+|z)2
.

[12.41]

第２項は[
2E+

(E+ +mec2)2
+

1

mec2

]
1

c|p+|
log
∣∣∣∣E+ + c|p+|
E+ − c|p+|

∣∣∣∣ = [ 2E+

(E+ +mec2)2
+

1

mec2

]
1

c|p+|
log

(E+ + c|p+|)2

E+
2 − c2|p+|2

=

[
2E+

(E+ +mec2)2
+

1

mec2

]
2

c|p+|
log

E+ + c|p+|
mec2

=
E+

2 + 4E+mec
2 +me

2c4

(E+ +mec2)2mec2
2

c|p+|
log

E+ + c|p+|
mec2

.

[12.42]

第３項は

c2|p+|2 − E+
2

(E+ +mec2)2

∫ 1

−1

dz

(E+ − c|p+|z)2
=

−me
2c4

(E+ +mec2)2
2

me
2c4

= − 2

(E+ +mec2)2
.

[12.43]

第４項は

−2

∫ 1

−1

1

(mec2 + E+ − c|p+|z)2
dz = − 4

(E+ +mec2)2 − c2|p+|2

= − 2

mec2(E+ +mec2)
.

[12.44]

[12.42][12.43][12.44]を [12.41]に代入して，

R1 +R2 +R3 +R4

= − 2

(E+ +mec2)2
+
E+

2 + 4E+mec
2 +me

2c4

(E+ +mec2)2mec2
2

c|p+|
log

E+ + c|p+|
mec2

− 2

(E+ +mec2)2
− 2

mec2(E+ +mec2)

=
2

(E+ +mec2)2mec2c|p+|

[
(E+

2 + 4mec
2E+ +me

2c4) log
E+ + c|p+|

mec2
− (E+ + 3mec

2)c|p+|
]
.

[12.45]
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[12.39]に代入して，

σ =
πh̄2α2c(mec

2 + E+)

2|p+|
2

(E+ +mec2)2mec2c|p+|

×
[
(E+

2 + 4mec
2E+ +me

2c4) log
E+ + c|p+|

mec2
− (E+ + 3mec

2)c|p+|
]

=
πh̄2α2

mec2|p+|(E+ +mec2)

[
(E+

2 + 4mec
2E+ +me

2c4) log
E+ + c|p+|

mec2
− (E+ + 3mec

2)c|p+|
]
.

[12.46]
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第 13章

電子・電子散乱と電子・陽電子散乱

■(13.21) １つめの項は∑
±s1,±s′1

∑
±s2,±s′2

1

(p1 − p′1)
4
[u(p′1, s

′
1)γµu(p1, s1)u(p

′
2, s

′
2)γ

µu(p2, s2)]

× [u(p′1, s
′
1)γνu(p1, s1)u(p

′
2, s

′
2)γ

νu(p2, s2)]
∗

=
∑

±s1,±s′1

∑
±s2,±s′2

1

(p1 − p′1)
4
[u(p′1, s

′
1)γµu(p1, s1)] [u(p

′
1, s

′
1)γνu(p1, s1)]

∗

× [u(p′2, s
′
2)γ

µu(p2, s2)] [u(p
′
2, s

′
2)γ

νu(p2, s2)]
∗

=
1

(p1 − p′1)
4

∑
±s1,±s′1

[u(p′1, s
′
1)γµu(p1, s1)] [u(p1, s1)γνu(p

′
1, s

′
1)]

×
∑

±s2,±s′2

[u(p′2, s
′
2)γ

µu(p2, s2)] [u(p2, s2)γ
νu(p′2, s

′
2)]

となり，(11.19)と同様に計算すれば，

=
1

(p1 − p′1)
4

Tr
(
/p
′
1
+mec

2mec
γµ

/p1 +mec

2mec
γν

)
Tr
(
/p
′
2
+mec

2mec
γµ

/p2 +mec

2mec
γν
)
.

２つめの項は ∑
±s1,±s′1

∑
±s2,±s′2

1

(p1 − p′1)
2(p1 − p′2)

2
[u(p′1, s

′
1)γµu(p1, s1)u(p

′
2, s

′
2)γ

µu(p2, s2)]

× [u(p′2, s
′
2)γνu(p1, s1)u(p

′
1, s

′
1)γ

νu(p2, s2)]
∗

=
∑

±s1,±s′1

∑
±s2,±s′2

1

(p1 − p′1)
2(p1 − p′2)

2
[u(p′1, s

′
1)γµu(p1, s1)] [u(p

′
2, s

′
2)γ

µu(p2, s2)]

× [u(p′2, s
′
2)γνu(p1, s1)]

∗
[u(p′1, s

′
1)γ

νu(p2, s2)]
∗

=
∑

±s1,±s′1

∑
±s2,±s′2

1

(p1 − p′1)
2(p1 − p′2)

2
[u(p′1, s

′
1)γµu(p1, s1)] [u(p

′
2, s

′
2)γ

µu(p2, s2)]

× [u(p1, s1)γνu(p
′
2, s

′
2)] [u(p2, s2)γ

νu(p′1, s
′
1)]

=
∑

±s1,±s′1

∑
±s2,±s′2

1

(p1 − p′1)
2(p1 − p′2)

2
[u(p′1, s

′
1)γµu(p1, s1)] [u(p1, s1)γνu(p

′
2, s

′
2)]

× [u(p′2, s
′
2)γ

µu(p2, s2)] [u(p2, s2)γ
νu(p′1, s

′
1)]
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となり，(11.19)と同様に計算すれば，

=
1

(p1 − p′1)
2(p1 − p′2)

2
Tr
(
/p
′
1
+mec

2mec
γµ

/p1 +mec

2mec
γν

/p
′
2
+mec

2mec
γµ

/p2 +mec

2mec
γν
)
.

■(13.31) δ(s)
µ を µ = sに対しては 1，µ 6= sに対しては 0となる４元ベクトルとすれば，/δ(ν) = γν とな

る．これに注意して (H.34), (H.30)を使えば，

Tr(/p′1γµ/p1γν/p
′
2
γµ/p2γ

ν) = −2Tr(/p′1/p
′
2
γν/p1/p2γ

ν)

= −8(p1p2)Tr(/p′1/p
′
2
)

= −8(p1p2)(p
′
1p

′
2).

■(13.37), (13.38) (13.9)を使う．図 13.2(a)のパターンだと

ψi(x) =

√
mec2

E1V
u(p1, s1)e

− i
h̄p1x,

ψf (x) =

√
mec2

E′
1V

u(p′1, s
′
1)e

i
h̄p′

1x,

ψ
(2)
i (y) =

√
mec2

Ẽ′
2V

v(p′2, s
′
2)e

i
h̄p′

2y,

ψ
(2)

f (y) =

√
mec2

Ẽ2V
v(p2, s2)e

− i
h̄p2y.

図 13.2(b)のパターンだと

ψi(x) =

√
mec2

E1V
u(p1, s1)e

− i
h̄p1x,

ψf (x) =

√
mec2

Ẽ2V
v(p2, s2)e

− i
h̄p2y,

ψ
(2)
i (y) =

√
mec2

Ẽ′
2V

v(p′2, s
′
2)e

i
h̄p′

2y,

ψ
(2)

f (y) =

√
mec2

E′
1V

u(p′1, s
′
1)e

i
h̄p′

1x.

[Griffiths](7.99)から (11.20)(11.21)と同等の式

∑
±s−

uβ(p−, s−)uγ(p−, s−) =

(
/p− +mec

2mec

)
βγ∑

±s+

vδ(p+, s+)vα(p+, s+) =

(
/p+ −mec

2mec

)
δα

■(13.39) (13.20)に対応する式は

dσ =
16h̄2cα2

|v1 − v2|
me

4c8

E1E
′
2

δ4(p′1 + p′2 − p1 − p2)|Mfi|
2 d3p′1
2E′

1

d3p2
2E2

.

31



高エネルギー極限で重心系から見た場合は (13.22)と同様に，

p1 = (E/c,p), p2 = (E/c,−p), p′1 = (E′/c,p′), p′2 = (E′/c,−p′), |v1 − v2| =
2|p|c2

E
.

(13.23)に対応する式は

dσ =
d3p′1
2E′

d3p2
2E

δ4(p′1 + p′2 − p1 − p2)F (p
′
1, p2), F (p′1, p2) =

8h̄2α2me
4c7

|p|E
|Mfi|2.

(13.26)に対応する式は

dσ = dΩ′
1

h̄2α2me
4c6

E2
|Mfi|2.

(13.27)対応する式は

p1p2 ≈ 2E2

c2
, p′1p

′
2 ≈ 2E′2

c2
, p1p

′
2 = p′1p2 ≈ 2EE′

c2
cos2 θ

2
, p1p

′
1 = p2p

′
2 ≈ 2EE′

c2
sin2 θ

2
.

|Mfi|2 の第１項に対応する部分（前半は (13.21)の計算；最後の計算は (13.29)と同じ）は，

1

4

∑
±s1,±s′1

∑
±s2,±s′2

1

(p1 − p′1)
4
[u(p′1, s

′
1)γµu(p1, s1)v(p2, s2)γ

µv(p′2, s
′
2)]

× [u(p′1, s
′
1)γµu(p1, s1)v(p2, s2)γ

µv(p′2, s
′
2)]

∗

=
1

4

1

(p1 − p′1)
4

∑
±s1,±s′1

[u(p′1, s
′
1)γµu(p1, s1)][u(p1, s1)γνu(p

′
1, s

′
1)]

×
∑

±s2,±s′2

[v(p2, s2)γ
µv(p′2, s

′
2)][v(p

′
2, s

′
2)γ

νv(p2, s2)]

=
1

4

1

(p1 − p′1)
4

Tr
(
/p
′
1
+mec

2mec
γµ

/p1 +mec

2mec
γν

)
Tr
(
/p2 −mec

2mec
γµ

/p
′
2 −mec

2mec
γν
)

≈ 1

8me
4c4

1 + cos4 θ
2

sin4 θ
2

.

第２・３項は（トレースの展開は (13.31)と同様）

− 1

4

∑
±s1,±s′1

∑
±s2,±s′2

1

(p1 − p′1)
2(p1 + p2)

2
[u(p′1, s

′
1)γµu(p1, s1)v(p2, s2)γ

µv(p′2, s
′
2)]

× [u(p′1, s
′
1)γνv(p

′
2, s

′
2)v(p2, s2)γ

νu(p1, s1)]
∗

= −1

4

1

(p1 − p′1)
2(p1 + p2)

2

∑
±s1,±s′1

∑
±s2,±s′2

[u(p′1, s
′
1)γµu(p1, s1)][u(p1, s1)γ

νv(p2, s2)]

× [v(p2, s2)γ
µv(p′2, s

′
2)][v(p

′
2, s

′
2)γνu(p

′
1, s

′
1)]

= −1

4

1

(p1 − p′1)
2(p1 + p2)

2
Tr
(
/p
′
1
+mec

2mec
γµ

/p1 +mec

2mec
γν

/p2 −mec

2mec
γµ

/p
′
2 −mec

2mec
γν

)
≈ −1

4

1

(p1 − p′1)
2(p1 + p2)

2

1

16me
4c4

Tr(/p′1γµ/p1γ
ν/p2γ

µ/p
′
2γν)

≈ −1

4

(
−4

EE′

c2
sin2 θ

2

)−1(
4E2

c2

)−1 −32

16me
4c4

(p1p
′
2)(p

′
1p2)

= − 1

8me
4c4

cos4 θ
2

sin2 θ
2

.
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第４項は

1

4

∑
±s1,±s′1

∑
±s2,±s′2

1

(p1 + p2)
4
[u(p′1, s

′
1)γµv(p

′
2, s

′
2)v(p2, s2)γ

µu(p1, s1)]

× [u(p′1, s
′
1)γνv(p

′
2, s

′
2)v(p2, s2)γ

νu(p1, s1)]
∗

=
1

4

1

(p1 + p2)
4

∑
±s1,±s′1

∑
±s2,±s′2

[u(p′1, s
′
1)γµv(p

′
2, s

′
2)][v(p

′
2, s

′
2)γνu(p

′
1, s

′
1)]

× [v(p2, s2)γ
µu(p1, s1)][u(p1, s1)γ

νv(p2, s2)]

=
1

4

1

(p1 + p2)
4

Tr
(
/p
′
1
+mec

2mec
γµ

/p
′
2 −mec

2mec
γν

)
Tr
(
/p2 −mec

2mec
γµ

/p1 +mec

2mec
γν
)

≈ 1

4

1

(p1 + p2)
4

1

16me
4c4

Tr
(
/p
′
1
γµp

′
2γν

)
Tr
(
/p2γ

µ
/p1γ

ν
)

≈ 1

4

1

(p1 + p2)
4

1

me
4c4

[p′1µp
′
2ν + p′1νp

′
2µ − (p′1p

′
2)ηµν ][p2

µp1
ν + p2

νp1
µ − (p2p1)η

µν ]

=
1

2

1

(p1 + p2)
4

1

me
4c4

[(p′1p2)(p
′
2p1) + (p′1p1)(p

′
2p2)]

=
1

8

1

me
4c4

(
cos4 θ

2
+ sin4 θ

2

)
.

従って，

dσ

dΩ′
1

=
c2h̄2α2

8E2

(
1 + cos4 θ

2

sin4 θ
2

− 2×
cos4 θ

2

sin2 θ
2

+ cos4 θ
2
+ sin4 θ

2

)

=
c2h̄2α2

8E2

[
1 + cos4 θ

2

sin4 θ
2

− 2×
cos4 θ

2

sin2 θ
2

+

(
1 + cos θ

2

)2(
1− cos θ

2

)2
]

=
c2h̄2α2

8E2

(
1 + cos4 θ

2

sin4 θ
2

− 2
cos4 θ

2

sin2 θ
2

+
1 + cos2 θ

2

)
.

33



第 15章

高次補正　—その 1—

■(15.3) (11.7)(11.8)を使う．左図の S行列は

u(pf , sf )

∫
d4p

(2πh̄)4
i/ε

ih̄

/p−mec+ iε
iγ0
∫
d4x e

i
h̄ (pf∓k−p)x

∫
d4y e

i
h̄ (p−pi)y

1

|y|
u(pi, si)

= −u(pf , sf )
∫

d4p

(2πh̄)4
/ε

ih̄

/p−mec+ iε
γ0(2πh̄)4 δ4(pf ∓ k − p)(2πh̄) δ(E − Ei)

4πh̄

|p− pi|2
u(pi, si)

= −u(pf , sf )/ε
ih̄

/pf + /k −mec+ iε
γ02πh̄ δ(Ef + |k|c− Ei)

4πh̄

|q|2
u(pi, si)

= −iu(pf , sf )/ε
/pf + /k +mec

(pf + k)2 −me
2c2

γ02πh̄ δ(Ef + |k|c− Ei)
4πh̄2

|q|2
u(pi, si).

右図は

u(pf , sf )

∫
d4p

(2πh̄)4

∫
d4x e

i
h̄ (pf−p)x 1

|x|
iγ0

ih̄

/p−mec+ iε
i/ε

∫
d4y e

i
h̄ (p∓k−pi)yu(pi, si)

= −u(pf , sf )
∫

d4p

(2πh̄)4
2πh̄ δ(Ef − E)

4πh̄

|pf − p|2
γ0

ih̄

/p−mec+ iε
/ε(2πh̄)4 δ(p∓ k − pi)u(pi, si)

= −u(pf , sf )γ0
ih̄

/pi − /k −mec+ iε
/ε2πh̄ δ(Ef + |k|c− Ei)

4πh̄

|q|2
u(pi, si)

= −iu(pf , sf )γ0
/pi − /k +mec+ iε

(pi − k)2 −me
2c2 + iε

/ε2πh̄ δ(Ef + |k|c− Ei)
4πh̄2

|q|2
u(pi, si).

■(15.10) |1 + F̃1(q
2)|2 は通常散乱，真空偏極，頂点補正の断面積．

∫
· · · dk は制動放射．

■(15.25)∫
ψγ0γ ·∇A0ψ d3x =

∫ (
ϕ† χ†)( 0 σ ·∇

−σ ·∇ 0

)
A0

(
ϕ
χ

)
d3x

=

∫
d3x [ϕ†(σ ·∇A0)χ− χ†(σ ·∇A0)ϕ]

= − ih̄

2mec

∫
d3x [ϕ†(σ ·∇A0)(σ ·∇ϕ) + (∇ϕ† · σ)(σ ·∇A0)ϕ]

= − ih̄

2mec

∫
d3x [ϕ†(σ ·∇A0)(σ ·∇ϕ)− ϕ†σ ·∇{(σ ·∇A0)ϕ}].
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[· · · ]の中身は

ϕ†(σ ·∇A0)(σ ·∇ϕ)− ϕ†σ ·∇{(σ ·∇A0)ϕ}

= ϕ†[(∇A0) · (∇ϕ) + iσ · (∇A0)× (∇ϕ)]

− ϕ†[{(∇2 + iσ ·∇×∇)A0}ϕ+ {(∇ϕ) · (∇A0) + iσ · (∇ϕ)× (∇A0)}]

= −ϕ†(∇2A0)ϕ+ 2iϕ†σ · (∇A0)× (∇ϕ)

= −ϕ†(∇2A0)ϕ+ 2iϕ†σ ·
(
dA0

dr

r

r

)
× (∇ϕ)

= −ϕ†(∇2A0)ϕ− 2

h̄
ϕ† 1

r

dA0

dr
σ ·Lϕ.
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第 16章

Appendix C

Runge-Lenz-Pauliベクトル：

R =
1

2m
(L× p− p×L) + k0Ze

2 r

r
[16.1]

の性質を調べる*1．まずは，エルミート性について，

(L× p)† =
∑
ijk

(Lipjekεijk)
†

=
∑
ijk

(pjLiekεijk)

=
∑
ijk

(piLjekεjik)

= −
∑
ijk

(piLjekεijk)

= −p×L

から，

R† = R. [16.2]

次に，ハミルトニアン H と可換であることを示す．

L× p =
∑
ijk

Lipjekεijk

=
∑
ijk

∑
mn

rmpnεmnipjekεijk

=
∑
ijk

∑
mn

rmpnpjekεimnεijk

=
∑
ijk

∑
mn

rmpnpjek(εijk)
2(δjmδkn − δjnδkm)

=
∑
ijk

(rjpjpk − rkpj
2)ek(εijk)

2,

*1 https://adhara.hatenadiary.jp/entry/2016/04/14/141203を大変参考にした
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p×L =
∑
ijk

piLjekεijk

=
∑
ijk

∑
mn

pirmpnεmnjekεijk

=
∑
ijk

∑
mn

pirmpnekεnjmεijk

=
∑
ijk

∑
mn

pirmpnek(εijk)
2(δinδkm − δimδkn)

=
∑
ijk

pi(rkpi − ripk)ek(εijk)
2

から，

L× p− p×L =
∑
ijk

(rjpjpk − rkpj
2 − rkpi

2 + piripk)ek(εijk)
2

=
∑
ijk

(piripk + rjpjpk + rkpkpk − rkpi
2 − rkpj

2 − rkpk
2)ek(εijk)

2

=
∑
ijk

(ripipk + rjpjpk + rkpkpk − ih̄pk − rkp
2)ek(εijk)

2

=
∑
ijk

[
(r · p)pk − ih̄pk − rkp

2
]
ek(εijk)

2. [16.3]

よって，

[R,H] =

[
1

2m
(L× p− p×L) + k0Ze

2 r

r
,
p2

2m
− k0Ze

2 1

r

]
=

1

(2m)2
[L× p− p×L,p2] +

k0Ze
2

2m

[r
r
,p2
]
− k0Ze

2

2m

[
L× p− p×L,

1

r

]
[16.4]

[16.4]の第１項は，[16.3]から，

[L× p− p×L,p2] =
∑
ijk

[
[(r · p)pk,p2]− [rkp

2,p2]
]
ek [16.5]

となるが，例えば，
[r1, p1

2] = r1p1p1 − p1p1r1 = 2ih̄p1,

[pi, pj ] = 0

などから，

[(r · p)pk,p2]

= (r1p1pk + r2p3pk + r3p3pk)(p1
2 + p2

2 + p3
2)− (p1

2 + p2
2 + p3

2)(r1p1pk + r2p3pk + r3p3pk)

= [r1, p1
2]p1pk + [r2, p2

2]p2pk + [r3, p3
2]p3pk

= 2ih̄p2pk

となる．一方，

[rkp
2,p2] = rkp

4 − p2rkp
2

= rkp
4 − (rkp

2 − 2ih̄pk)p
2
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= 2ih̄p2pk

なので，[16.5]に代入して，
[L× p− p×L,p2] = 0.

次に，[16.4]第２項は[r
r
,p2
]
= (−h̄2)

∑
i

(r
r
∂i

2 − ∂i
2 r

r

)
= (−h̄2)

∑
i

[r
r
∂i

2 − ∂i

(ei
r

− ri
r3

r +
r

r
∂i

)]
= (−h̄2)

∑
i

[
−2
(ei
r

− ri
r3

r
)
∂i −

{
∂i

(ei
r

− ri
r3

r
)}]

= (−h̄2)
∑
i

[
−2

ei
r
∂i + 2

r

r3
ri∂i −

(
−2

ri
r3

ei −
r

r3
+ 3

ri
2

r5
r

)]
= (−h̄2)

[
−2

r
∂ +

2r

r3
(r · ∂)−

(
−2

r

r3
− 3r

r3
+ 3

r

r3

)]
= 2h̄2

[
∂

r
− r

r3
(r · ∂)− r

r3

]
.

[16.4]第３項は，[
L× p− p×L,

1

r

]
=
∑
ijk

(εijk)
2

[[
(r · p)pk,

1

r

]
− ih̄

[
pk,

1

r

]
−
[
rkp

2,
1

r

]]
ek

= 2
∑
k

[[
(r · p)pk,

1

r

]
− ih̄

[
pk,

1

r

]
−
[
rkp

2,
1

r

]]
ek [16.6]

となる．[16.6]の ek の係数の第１項は，[
(r · p)pk,

1

r

]
= (r · p)pk

1

r
− 1

r
(r · p)pk

= −h̄2(r · ∂)∂k
1

r
+ h̄2

1

r
(r · ∂)∂k

= −h̄2(r · ∂)1
r
∂k + h̄2(r · ∂)rk

r3
+
h̄2

r
(r · ∂)∂k

= −h̄2
∑
i

ri∂i
1

r
∂k + h̄2

∑
i

ri∂i
rk
r3

+
h̄2

r
(r · ∂)∂k

= −h̄2
∑
i

ri

(
1

r
∂i −

ri
r3

)
∂k + h̄2

∑
i

ri

(
δki
r3

− rk
3ri
r5

)
+ h̄2

rk
r3

(r · ∂) + h̄2

r
(r · ∂)∂k

= −h̄2 1
r

∑
i

ri∂i∂k +
h̄2

r3

∑
i

ri2∂k +
h̄2

r3

∑
i

riδki

− h̄2rk
∑
i

3ri
2

r5
+ h̄2

rk
r3

(r · ∂) + h̄2

r
(r · ∂)∂k

= − h̄
2

r
(r · ∂)∂k +

h̄2

r
∂k + h̄2

rk
r3

− h̄2
3rk
r3

+ h̄2
rk
r3

(r · ∂) + h̄2

r
(r · ∂)∂k

= −2h̄2
rk
r3

+
h̄2

r
∂k + h̄2

rk
r3

(r · ∂),
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[16.6]の ek の係数の第２項は， [
pk,

1

r

]
= pk

1

r
− 1

r
pk

= −ih̄
(
∂k

1

r
− 1

r
∂k

)
= −ih̄

(
1

r
∂k − rk

r3
− 1

r
∂k

)
= ih̄

rk
r3
,

[16.6]の ek の係数の第３項は，[
rkp

2,
1

r

]
= rkp

2 1

r
− 1

r
rkp

2

= −h̄2rk
∑
i

∂i
2 1

r
+ h̄2

rk
r

∑
i

∂i
2

= −h̄2rk
∑
i

∂i

(
1

r
∂i −

ri
r3

)
+ h̄2

rk
r

∑
i

∂i
2

= −h̄2rk
∑
i

(
−2

ri
r3
∂i −

1

r3
+ 3

ri
2

r5

)
= −h̄2rk

(
− 2

r3
(r · ∂)− 3

r3
+ 3

1

r3

)
= h̄2

2rk
r3

(r · ∂)

となる．よって，[16.6]は，[
L× p− p×L,

1

r

]
= 2

∑
k

[
−2h̄2

rk
r3

+
h̄2

r
∂k + h̄2

rk
r3

(r · ∂) + h̄2
rk
r3

− h̄2
2rk
r3

(r · ∂)
]
ek

= 2h̄2
∑
k

[
∂k
r

− rk
r3

(r · ∂)− rk
r3

]
ek

= 2h̄2
[
∂

r
− r

r3
(r · ∂)− r

r3

]
となり，[16.4]第２項と第 3項の和は 0．以上から，

[R,H] = 0. [16.7]

次に，角運動量 Lと Runge-Lenz-PauliベクトルRの交換関係，[Li, Rj ]を調べよう．その準備として，ま
ずは角運動量の交換関係を求める．Li =

∑
kl εiklrkpl から，

[Li, Lj ] =
∑
klmn

εiklεjmn(rkplrmpn − rmpnxkpl)

=
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)rkplrmpn

=
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)rk (rmpl − ih̄δlm) pn

= −ih̄
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)δlmrkpn +
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)rkrmplpn
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= −ih̄
∑
kmn

(εikmεjmn − εimnεjkm)rkpn +
∑
klmn

(εiklεjmnrkrmplpn − εiklεjmnrmrkpnpl)

= −ih̄
∑
m

(εijmεjmirjpi − εimjεjimripj)

= ih̄
∑
m

(εijm)2(ripj − rjpi)

= ih̄
∑
k

εijkLk. [16.8]

さらに，角運動量と運動量については，

[Li, pj ] = Lipj − pjLi

=
∑
kl

εikl(rkplpj − pjrkpl)

=
∑
l

εijl(rjpj − pjrj)pl

= ih̄
∑
k

εijkpk. [16.9]

また，次の交換関係も示しておく：[
Li,

rj
r

]
=
∑
kl

εikl

[
rkpl,

rj
r

]
= −ih̄

∑
kl

εikl

[
rk∂l,

rj
r

]
= −ih̄

∑
kl

εikl

(
rk∂l

rj
r

− rj
r
rk∂l

)
= −ih̄

∑
kl

εikl

[
rk

(
δlj
r

− rjrl
r3

)
+ rk

rj
r
∂l −

rj
r
rk∂l

]
= −ih̄

∑
kl

εiklδlj
rk
r

+ ih̄
∑
kl

εikl
rjrkrl
r3

= −ih̄
∑
k

εikj
rk
r

+ ih̄εi i+1 i+2
rjri+1ri+2

r3
+ ih̄εi i+2 i+1

rjri+2ri+1

r3

= ih̄
∑
k

εijk
rk
r
. [16.10]

以上の式を使えば，

[Li, (L× p)j ] =
∑
mn

εjmn[Li, Lmpn]

=
∑
mn

εjmn(LiLmpn − LmpnLi)

=
∑
kmn

εjmn[(LmLi + ih̄εimkLk)pn − Lm(Lipn − ih̄εinkpk)]

= ih̄
∑
kmn

(εjmnεimkLkpn + εjmnεinkLmpk)

= ih̄
∑
kmn

(εjmnεimkLkpn + εjnmεimkLnpk)

= ih̄
∑
kmn

εjmnεimk(Lkpn − Lnpk)
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= ih̄
∑
m

εjmiεimj(Ljpi − Lipj)

= −ih̄
∑
m

(εmji)
2(Ljpi − Lipj)

= ih̄
∑
k

εijk(L× p)k. [16.11]

同様に，

[Li, (p×L)j ] =
∑
mn

εjmn[Li, pmLn]

=
∑
mn

εjmn(LipmLn − pmLnLi)

=
∑
mnk

εjmn[(pmLi + ih̄εimlpk)Ln − pm(LiLn + ih̄εnikLk)]

= ih̄
∑
mnk

(εjmnεimkpkLn − εjmnεnikpmLk)

= ih̄
∑
mnk

(εjmnεimkpkLn − εjnmεmikpnLk)

= ih̄
∑
mnk

εjmnεimk(pkLn − pnLk)

= ih̄
∑
m

εjmiεimj(pjLi − piLj)

= −ih̄
∑
m

(εmji)
2(pjLi − piLj)

= −ih̄
∑
k

εijk(p×L)k. [16.12]

よって，[16.10][16.11][16.12]から，

[Li, Rj ] =

[
Li,

1

2m
(L× p)j −

1

2m
(p×L)j + k0Ze

2 rj
r

]
=

1

2m
[Li, (L× p)j ]−

1

2m
[Li, (p×L)j ] + k0Ze

2
[
Li,

rj
r

]
= ih̄

∑
k

εijk

[
1

2m
(L× p)k − 1

2m
(p×L)k + k0Ze

2 rk
r

]
= ih̄

∑
k

εijkRk. [16.13]

RとRの交換関係 [Ri, Rj ]を調べる．

[(L× p− p×L)i, (L× p− p×L)j ]

=

[∑
kl

εikl(Lkpl − pkLl),
∑
mn

εjmn(Lmpn − pmLn)

]
=
∑
klmn

[εiklεjmn(Lkpl − pkLl)(Lmpn − pmLn)− εiklεjmn(Lmpn − pmLn)(Lkpl − pkLl)]

=
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)(Lkpl − pkLl)(Lmpn − pmLn)

=
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)(LkplLmpn − LkplpmLn − pkLlLmpn + pkLlpmLn)
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=
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)

(
plLk + ih̄

∑
s

εklsps

)(
pnLm + ih̄

∑
t

εmntpt

)
(∵ [16.9])

−
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)

(
plLk + ih̄

∑
s

εklsps

)
pmLn

−
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)pkLl

(
pnLm + ih̄

∑
t

εmntpt

)
+
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)pkLlpmLn

=
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)plLkpnLm + ih̄
∑

klmns

(εiklεjmn − εimnεjkl)εklspspnLm

+ ih̄
∑

klmns

(εiklεjmn − εimnεjkl)εmnsplLkps − h̄2
∑

klmnst

(εiklεjmn − εimnεjkl)εklsεmntpspt

−
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)plLkpmLn − ih̄
∑

klmns

(εiklεjmn − εimnεjkl)εklspspmLn

−
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)pkLlpnLm − ih̄
∑

klmns

(εiklεjmn − εimnεjkl)εmnspkLlps

+
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)pkLlpmLn

となり，最後に得られた式の１項目で l と k 及びmと nを入れ替え（εiklεjmn = εilkεjnm などに注意），２
項目で lと k を入れ替え，３項目でmと nを入れ替えると，

[(L× p− p×L)i, (L× p− p×L)j ] = 4
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)pkLlpmLn

+ ih̄
∑

klmns

(εiklεjmn − εimnεjkl)εklsps(pnLm − pmLn)

+ ih̄
∑

klmns

(εiklεjmn − εimnεjkl)εmns(plLk − pkLl)ps

− h̄2
∑

klmnst

(εiklεjmn − εimnεjkl)εklsεmntpspt

が得られる．右辺第２項で (εiklεjmn − εimnεjkl)pmLn の添字 m と n を入れ替えれば，−(εiklεjmn −
εimnεjkl)pnLm となるので，

[(L× p− p×L)i, (L× p− p×L)j ] = 4
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)pkLlpmLn

+ 2ih̄
∑

klmns

(εiklεjmn − εimnεjkl)εklspspnLm

+ 2ih̄
∑

klmns

(εiklεjmn − εimnεjkl)εmnsplLkps

− h̄2
∑

klmnst

(εiklεjmn − εimnεjkl)εklsεmntpspt [16.14]

[16.15]

[16.14]の第２項について，

2ih̄
∑

klmns

(εiklεjmn − εimnεjkl)εklspspnLm = 2ih̄
∑
klmn

(εiklεjmnεklipipnLm − εimnεjklεkljpjpnLm)
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= 4ih̄
∑
mn

(εjmnpipnLm − εimnpjpnLm)

= 4ih̄[pj(p×L)i − pi(p×L)j ].

さらに，第２項について同様に，

2ih̄
∑

klmns

(εiklεjmn − εimnεjkl)εmnsplLkps = 2ih̄
∑
klmn

(εiklεjmnεmnjplLkpj − εimnεjklεmniplLkpi)

= 4ih̄
∑
kl

(εiklplLkpj − εjklplLkpi)

= 4ih̄[(p×L)jpi − (p×L)ipj ].

ここで，次の関係式に注目する：

[pi, (p×L)j ] =
∑
mn

εjmn[pi, pmLn]

=
∑
mn

εjmn(pipmLn − pmLnpi)

=
∑
mn

εjmn

[
pmpiLn − pm

(
piLn + ih̄

∑
k

εnikpk

)]
= −ih̄

∑
mnk

εjmnεnikpmpk

= −ih̄
∑
n

εjinεnijpipj

= ih̄
∑
n

(εjin)
2pipj .

よって，[16.14]の第２項と第３項の和は，

2ih̄
∑

klmns

(εiklεjmn − εimnεjkl)εklspspnLm + 2ih̄
∑

klmns

(εiklεjmn − εimnεjkl)εmnsplLkps

= 4ih̄[pj(p×L)i − pi(p×L)j ] + 4ih̄[(p×L)jpi − (p×L)ipj ]

= 4ih̄[pj , (p×L)i]− 4ih̄[pi, (p×L)j ]

= 0.

さらに，[16.14]の第４項について，∑
klmnst

(εiklεjmn − εimnεjkl)εklsεmntpspt =
∑

klmnst

(εiklεjmnεklsεmntpspt − εimnεjklεklsεmntpspt)

=
∑

klmnst

(εiklεjmnεklsεmntpspt − εiklεjmnεmntεklsptps)

= 0.

以上から，[16.14]の３つの項は 0となり，

[(L× p− p×L)i, (L× p− p×L)j ] = 4
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)pkLlpmLn.

ここで，εikl = εijlδjk + εikjδjl と変換する（他の部分についても同様．iが添字に含まれていれば，それ以外
の部分を j に変えて，もともとあった文字と δ を作る）．この変換が，表式を変えないことを確認しておこう．
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• l = k = j の時：εikl = εijlδjk + εikjδjl = 0

• l = k = 6= j の時：εikl = εijlδjk + εikjδjl = 0

• l = j,k 6= j の時：εikl = εijlδjk + εikjδjl = εikj

• l 6= j,k = j の時：εikl = εijlδjk + εikjδjl = εijl

• l 6= k 6= j の時：εijlδjk + εikjδjl = 0．i = j で，(k, l) = (i+ 1, i+ 2), (i+ 2, 1 + 1)の時は，εikl が非
零となるが，εiklεjmn − εimnεjkl = 0なので，変換しても結局得られる結果は同じ 0なので問題ない．

以上のことを踏まえて，先ほど得られた式を変換すると，

[(L× p− p×L)i, (L× p− p×L)j ] [16.16]

= 4
∑
klmn

(εiklεjmn − εimnεjkl)pkLlpmLn

= 4
∑
klmn

[(εijlδjk + εikjδjl)(εjinδim + εjmiδin)− (εijnδjm + εimjδjn)(εjilδik + εjkiδil)]pk [16.17]

×

(
pmLl + ih̄

∑
s

εlmsps

)
Ln

= 4
∑
klmn

(εijlεjinδjkδim + εijlεjmiδjkδin + εikjεjinδjlδim + εikjεjmiδjlδin

− εijnεjilδjmδik − εijnεjkiδjmδil − εimjεjilδjnδik − εimjεjkiδjnδil)

×

(
pkpmLlLn + ih̄

∑
s

εlmspkpsLn

)
[16.18]

[16.18]の第１項は，

4
∑
klmn

(εijlεjinδjkδim + εijlεjmiδjkδin + εikjεjinδjlδim + εikjεjmiδjlδin

− εijnεjilδjmδik − εijnεjkiδjmδil − εimjεjilδjnδik − εimjεjkiδjnδil)pkpmLlLn

= 4
∑
m

(εijm)2(−pjpiLm
2 + pmpjLmLi + pmpiLjLm − pm

2LjLi

+ pipjLm
2 − pmpjLiLm − pipmLmLj + pm

2LiLj)

= 4
∑
m

(εijm)2pm(pi[Lj , Lm] + pj [Lm, Li] + pm[Li, Lj ])

= 4ih̄
∑
m

(εijm)2pm

(
pi
∑
s

εjmsLs + pj
∑
s

εmisLs + pm
∑
s

εijsLs

)
(∵ [16.8])

= 4ih̄
∑
m

εijmpm(piLi + pjLj + pmLm). [16.19]

[16.18]の第２項は，

4
∑
klmn

(εijlεjinδjkδim + εijlεjmiδjkδin + εikjεjinδjlδim + εikjεjmiδjlδin

− εijnεjilδjmδik − εijnεjkiδjmδil − εimjεjilδjnδik − εimjεjkiδjnδil)ih̄
∑
s

εlmspkpsLn

= 4ih̄
∑
kls

εijlεjinεlispjpsLn + 4ih̄
∑
lms

εijlεjmiεlmspjpsLi [16.20]

+ 4ih̄
∑
kns

εikjεjinεjispkpsLn + 4ih̄
∑
kms

εikjεjmiεjmspkpsLi
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− 4ih̄
∑
lns

εijnεjilεljspipsLn − 4ih̄
∑
kns

εijnεjkiεijspkpsLn [16.21]

− 4ih̄
∑
lms

εimjεjilεlmspipnLj − 4ih̄
∑
kms

εimjεjkiεimspkpsLj

= 4ih̄
∑
m

(−εijmpj2Lm + 0− εijmpm
2Lm − εijmpmpiLi − εijmpi

2Lm − εijmpm
2Lm − 0− εijmpmpjLj)

= −4ih̄
∑
m

εijm[pm(piLi + pjLj) + (pi
2 + pj

2 + 2pm
2)Lm]. [16.22]

よって，[16.18][16.19][16.22]から，

[(L× p− p×L)i, (L× p− p×L)j ] = −4ih̄p2
∑
m

εijmLm. [16.23]

次に， [
(L× p− p×L)i,

rj
r

]
=
∑
kl

εikl

[
(Lkpl − pkLl),

rj
r

]
=
∑
kl

εikl

[
(Lkpl + plLk),

rj
r

]
= 2

∑
kl

εikl

[
plLk,

rj
r

]
+ ih̄

∑
kls

εiklεkls

[
ps,

rj
r

]
[16.24]

[16.24]第１項は，∑
kl

εikl

[
plLk,

rj
r

]
[16.25]

=
∑
klmn

εiklεkmn

[
plrmpn,

rj
r

]
=
∑
klmn

εiklεkmn

(
plrmpn

rj
r

− rj
r
plrmpn

)
= −h̄2

∑
klmn

εiklεkmn

(
∂lrm∂n

rj
r

− rj
r
∂lrm∂n

)
= −h̄2

∑
klmn

εiklεkmn

[
∂lrm

(
rj
r
∂n +

δnj
r

− rjrn
r3

)
− rj

r
∂lrm∂n

]
= −h̄2

∑
klmn

εiklεkmn

[
rj
r
∂lrm∂n +

(
δlj

r
− rlrj

r3

)
rm∂n + ∂lrm

(
δnj
r

− rjrn
r3

)
− rj

r
∂lrm∂n

]
= −h̄2

∑
klmn

εiklεkmn

[(
δlj

r
− rlrj

r3

)
rm∂n + ∂lrm

(
δnj
r

− rjrn
r3

)]
= −ih̄

∑
kl

εikl

(
δlj
r

− rlrj
r3

)
Lk − ih̄

∑
klmn

εiklεkmnpl
rm
r
δnj + ih̄

∑
klmn

εiklεkmn∂l
rmrjrn
r3

= −ih̄
∑
k

εikj
Lk

r
+ ih̄

rj
r3

(L× r)i − ih̄
∑
kl

εikl
∑
m

εkmjpl
rm
r
. [16.26]

最後の式変形で，
∑

mn εkmnrmrn = (r × r)k = 0を使った．[16.24]第２項は，

ih̄
∑
kls

εiklεkls

[
ps,

rj
r

]
= −h̄2

∑
kls

εiklεkls

(
∂s
rj
r

− rj
r
∂s

)
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= −h̄2
∑
kls

εiklεkls

(
δsj
r

− rjrs
r3

)
= −h̄2

∑
kl

(εikl)
2

(
δij
r

− rirj
r3

)
= −2h̄2

(
δij
r

− rirj
r3

)
[16.27]

よって，[16.24][16.26][16.27]から，[
(L× p− p×L)i,

rj
r

]
= −2ih̄

∑
k

εikj
Lk

r
+ 2ih̄

rj
r3

(L× r)i − 2ih̄
∑
kl

εikl
∑
m

εkmjpl
rm
r

+ 2h̄2
(
δij
r

− rirj
r3

)
.

さらに，[
(L× p− p×L)i,

rj
r

]
+
[
(L× p− p×L)j ,

ri
r

]
= −2ih̄

∑
k

εikj
Lk

r
+ 2ih̄

∑
k

εjki
Lk

r
+ 2ih̄

rj
r3

(L× r)i − 2ih̄
ri
r3

(L× r)j

− 2ih̄
∑
kl

εikl
∑
m

εkmjpl
rm
r

+ 2ih̄
∑
km

εikm
∑
l

εkljpm
rl
r

= 4ih̄
∑
k

εijk
Lk

r
− 2ih̄

1

r3
[ri(L× r)j − rj(L× r)i]− 2ih̄

∑
klm

εiklεkmj(plrm − pmrl)
1

r
. [16.28]

[16.28]の第２項は，

1

r3
[ri(L× r)j − rj(L× r)i] =

1

r3

∑
l

(εijl)
2[ri(L× r)j − rj(L× r)i]

=
1

r3

∑
l

εijl[r × (L× r)]l

=
1

r3

∑
l

εijl[r × (r2p− (r · p)r)]l

=
1

r

∑
l

εijlLl,

[16.28]の第３項は， ∑
klm

εiklεkmj(plrm − pmrl)
1

r
= −

∑
k

(εijk)
2(pjri − pirj)

1

r

= −
∑
k

(εijk)
2(ripj − rjpi)

1

r

= −
∑
k

εijkLk
1

r

= −1

r

∑
k

εijkLk

となるので，[16.28]は，[
(L× p− p×L)i,

rj
r

]
+
[
(L× p− p×L)j ,

ri
r

]
= 4ih̄

∑
k

εijk
Lk

r
. [16.29]
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以上から，[16.23]と [16.29]を使えば，

[Ri, Rj ] =

[
1

2m
(L× p− p×L)i + k0Ze

2 ri
r
,

1

2m
(L× p− p×L)j + k0Ze

2 rj
r

]
=

1

4m2
[(L× p− p×L)i, (L× p− p×L)j ] [16.30]

+
k0Ze

2

2m

[[
(L× p− p×L)i,

rj
r

]
+
[
(L× p− p×L)j ,

ri
r

]]
= −ih̄ p2

m2

∑
k

εijkLk + 2ih̄
k0Ze

2

m

∑
k

εijk
Lk

r

= −2ih̄

m

∑
k

εijk

(
p2

2m
− k0Ze

2 1

r

)
Lk

= −2ih̄

m

∑
k

εkHLk [16.31]

が得られる．
角運動量 Lと Runge-Lenz-PauliベクトルRの内積を調べる．[16.3]から

L · (L× p− p×L) [16.32]

=

[∑
lmn

εlmnrlpmen

]
·

∑
ijk

[(r · p)pk − ih̄pk − rkp
2]ek(εijk)

2


=

∑
ijklmn

δknεlmn(εijk)
2rlpm[(r · p)pk − ih̄pk − rkp

2]

=
∑
ijklm

εlmk(εijk)
2rlpm[(r · p)pk − ih̄pk − rkp

2]

=
∑
ijk

(εijk)
2[ripjεijk + rjpiεjik][(r · p)pk − ih̄pk − rkp

2]

=
∑
ijk

(εijk)
3(ripj − rjpi)[(r · p)pk − ih̄pk − rkp

2]

= 2
∑
ijk

εijkripj [(r · p)pk − ih̄pk − rkp
2]

= 2
∑
i

ri[pi+1(r · p)pi−1 − pi−1(r · p)pi+1]− 2ih̄
∑
i

ri(pi+1pi−1 − pi−1pi+1)

− 2ih̄
∑
i

ri(pi+1ri−1 − pi−1ri+1)p
2

= 2
∑
i

ri[pi+1(r · p)pi−1 − pi−1(r · p)pi+1]− 2ih̄
∑
i

(riri−1pi+1p
2 − riri+1pi−1p

2)

= 2
∑
is

[ripi+1rspspi−1 − ripi−1rspspi+1]− 2ih̄
∑
i

(riri−1pi+1p
2 − ri−1ripi+1p

2)

= 2
∑
is

[ri(rspi+1 − ih̄δs,i+1)pspi−1 − ri(rspi−1 − ih̄δs,i−1)pspi+1]

= −2ih̄
∑
is

[riδs,i+1pspi−1 − riδs,i−1pspi+1]

= −2ih̄
∑
i

[ripi+1pi−1 − ripi−1pi+1]

= 0. [16.33]
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[16.11][16.12]から
[Li, (L× p)i] = [Li, (p×L)i] = 0

なので，[16.33]と合わせて

(L× p− p×L) ·L = 0. [16.34]

Rの第２項に関しては

L · r
r
=

∑
ijk

rjpkei

 ·

(∑
l

el
rl
r

)

=
∑
ijkl

εijkδilrjpk
rl
r

=
∑
ijk

εijkrirjpk
1

r

=
ih̄

r2

∑
ijk

εijkrirjrk

=
ih̄

r2

∑
i

ri(ri+1ri−1 − ri−1ri+1)

= 0. [16.35]

さらに，

r

r
·L =

(∑
l

el
rl
r

)
·

∑
ijk

rjpkei


=
∑
ijkl

εijkδli
rl
r
rjpk

=
∑
ijk

εijk
rirj
r
pk

=
∑
k

rk+1rk−1 − rk−1rk+1

r
pk

= 0. [16.36]

[16.33][16.35]から
L ·R = 0.

[16.34][16.36]から
R ·L = 0.

最後に，R2 を計算する．まずは三重積について：

A · (B ×C) =
∑
ijk

Ai(εijkBjCk)

=
∑
ijk

(εkijAiBj)Ck

= (A×B) ·C. [16.37]
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[16.9]から

(p×L)i =
∑
jk

εijkpjLk

=
∑
jk

εijk

[
Lkpj − ih̄

∑
l

εkjlpl

]
=
∑
jk

εijkLkpj − ih̄
∑
jkl

εijkεkjlpl

= −
∑
jk

εikjLkpj + ih̄
∑
jkl

εijkεljkpl

= −(L× p)i + ih̄
∑
jk

(εijk)
2pi

= −(L× p)i + 2ih̄pi

となるので，

p×L = −L× p+ 2ih̄p. [16.38]

[16.37][16.38]から，

p · (p×L) = (p× p) ·L
= 0. [16.39]

p · (L× p) = p · (−p×L+ 2ih̄p)

= 2ih̄p2. [16.40]

[16.9][16.37]から

(p×L) · (p×L) =

∑
ijk

εijkpiLjek

(∑
lmn

εlmnplLmen

)

=
∑

ijklmn

εijkεlmnδknpiLjplLm

=
∑
ijklm

εijkεlmkpiLjplLm

=
∑
ijlm

(δilδjm − δimδjl)piLjplLm

=
∑
ij

(piLjpiLj − piLjpjLi)

=
∑
ij

pi

(
piLj + ih̄

∑
k

εjikpk

)
Lj −

∑
i

pi(L · p)Li

=
∑
ij

pi

(
piLj − ih̄

∑
k

εikjpk

)
Lj −

∑
i

pi[(r × p) · p]

= p2L2 + ih̄
∑
ijk

εikjpipkLj −
∑
i

pi[r · (p× p)]

= p2L2 + ih̄
∑
ijk

εikjpipkLj
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= p2L2 + ih̄(p× p) ·L
= p2L2. [16.41]

[16.38][16.39][16.40][16.41]から

(p×L) · (L× p) = (p×L) · (−p×L+ 2ih̄p)

= −p2L2 + 2ih̄(p×L) · p
= −p2L2 + 2ih̄p · (L× p)

= −p2L2 − 4h̄2p2, [16.42]
(L× p) · (p×L) = (−p×L+ 2ih̄p) · (p×L)

= −p2L2 + 2ih̄p · (p×L)

= −p2L2, [16.43]
(L× p) · (L× p) = (−p×L+ 2ih̄p) · (−p×L+ 2ih̄p)

= p2L2 − 2ih̄(p×L) · p− 2ih̄p · (p×L)− 4h̄2p2

= p2L2 − 2ih̄p · (L× p)− 4h̄2p2

= p2L2. [16.44]

また，

L
1

r
=
∑
ijk

ripjekεijk
1

r
+

1

r
L

= −ih̄
∑
ijk

εijkriek∂j
1

r
+

1

r
L

=
ih̄

r3

∑
ijk

εijkrirjek +
1

r
L

=
ih̄

r2

∑
k

(rk+1rk−1 − rk−1rk+1)ek +
1

r
L

=
1

r
L

となるので，

L2 1

r
= L

(
L
1

r

)
= L

(
1

r
L

)
= L

1

r
+

1

r
L2

=
1

r
L2. [16.45]

[16.37][16.38][16.45]から

(L× p) · r
r
= L · (p× r)

1

r
[16.46]

= −L2 1

r
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= −1

r
L2, [16.47]

(p×L) · r
r
= (−L× p+ 2ih̄p) · r

r

= L2 1

r
+ 2ih̄p · r 1

r

=
1

r
L2 + 2ih̄(r · p− 3ih̄)

1

r

=
1

r
L2 +

6h̄2

r
+ 2h̄2r ·∇1

r

=
1

r
L2 +

6h̄2

r
+ 2h̄2

r

r
·∇− 2h̄2

r

=
1

r
L2 +

4h̄2

r
+

2ih̄

r
r · p, [16.48]

r

r
· (p×L) =

1

r
(r × p) ·L

=
1

r
L2, [16.49]

r

r
· (L× p) =

r

r
· (−p×L+ 2ih̄p)

= −1

r
r · (p×L) +

2ih̄

r
r · p

= −1

r
(r × p) ·L+

2ih̄

r
r · p

= −1

r
L2 +

2ih̄

r
r · p. [16.50]

[16.42][16.41][16.43][16.44]から

(L× p− p×L)2 = (L× p) · (L× p)− (L× p) · (p×L)− (p×L) · (L× p)− (p×L) · (p×L)

= 4p2L2 + 4h̄2p2. [16.51]

[16.47][16.48][16.49][16.50]から

(L× p) · r
r
− (p×L) · r

r
+

r

r
· (L× p)− r

r
· (p×L) = −4

r
L2 − 4h̄2

r
. [16.52]

[16.51][16.52]から

R2 [16.53]

=
1

4m
(L× p− p×L)2 +

k0Ze
2

2m

[
(L× p) · r

r
− (p×L) · r

r
+

r

r
· (L× p)− r

r
· (p×L)

]
+ (k0Ze

2)2

=
2

m

(
p2

2m
− k0Ze

2

r

)
(L2 + h̄2) + (k0Ze

2)2

=
2

m
H(L2 + h̄2) + (k0Ze

2)2 [16.54]

が得られる．
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